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OZET

DOKTORA TEZi

RICCI QUARTER-SIMETRIK METRIiK KONNEKSiYONA SAHIP TANJANT
DEMETIN GEOMETRISI

Erkan KARAKAS
Damisman: Prof. Dr. Aydin GEZER
Amac: Bu tez calismasinda ii¢ amag gozetilmektedir:

Ilk olarak tam lift metrigine sahip TM tanjant demette bir Ricci quarter-simetrik metrik
konneksiyonun tanimlanmasi; tanimlanan bu konneksiyonun egrilik, Ricci egrilik ve skaler
egrilik tensorlerinin hesaplanmasi, hesaplanan bu egrilik tensorlerinin bazi o6zelliklerinin
incelenmesi ve bu konneksiyona gore ortalama konneksiyonun belirlenmesi amaglanmaktadir.

ikinci olarak bu konneksiyona gore TM tanjant demette bazi 6zel vektdr alanlarinin
(incompresible, harmonik, concurrent, konformal, projektif, @(Ric)) karakterize edilmesi
hedeflenmektedir.

Ucgiincii olarak ise TM tanjant demetin bu konneksiyona gére bir soliton yapisina (Ricci soliton,
gradyan Ricci soliton, genellestirilmis Ricci-Yamabe soliton, Riemann soliton) sahip olmasi
icin gerekli ve yeterli kosullarin belirlenmesi amaglanmaktadir.

Yontem: Bu calismada Hayden’in burulmali uzaylarin alt uzaylarinda konneksiyon tanimlama
yonteminden faydalanilarak tanjant demette bir Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyon
tanimlanmustir.

Bulgular: Tezde ilk olarak tam lift metrigine sahip tanjant demette Riemann konneksiyonun
katsayilari ve 6zel secilen deformasyon tensoriiniin yardimiyla bir Ricci quarter-simetrik metrik
konneksiyon tanimlandi. Tanimlanan konneksiyonun egrilik tensorii, Ricci egrilik tensorii ve
skaler egrilik tensorii hesaplanarak, hesaplanan bu tensorlerinin gesitli 6zellikleri incelendi.
Yine bu yeni konneksiyonun ortalama konneksiyonu olusturularak, ortalama konneksiyonun
egrilik tensorli ve Ricci egrilik tensorii hesaplandi. Ayrica, tanjant demetin Ricci quarter-
simetrik metrik konneksiyona gore Ricci semi-simetrik ve lokal Ricci-simetrik olmasi i¢in
gerekli kosullar elde edildi. Ikinci olarak Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gore
tanjant demette bazi 6zel vektor alanlar1 (incompresible, harmonik, concurrent, konformal,
projektif, @(Ric)) smiflandirildi. Ugiincii olarak TM tanjant demetin bu konneksiyona gore bir
soliton yapisina (Ricci soliton, gradyan Ricci soliton, genellestirilmis Ricci-Yamabe soliton,
Riemann soliton) sahip olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullar belirlendi.

Sonug¢: Bu ¢alismayla beraber ilk kez tanjant demet tizerinde bir Ricci quarter-simetrik metrik
konneksiyon tanimlanarak, bu konneksiyona sahip tanjant demetin geometrisi arastirilmustir.

Anahtar Kelimeler: Tanjant demet, Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyon, tam lift
metrigi, Ricci soliton, gradyan Ricci soliton, genellestirilmis Ricci-Yamabe soliton, Riemann
soliton, projektif vektor alani, konformal vektor alani, harmonik vektor alani, Concurrent vektor
alani, @(Ric) vektor alani, incompresible vektor alani.
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ABSTRACT

DOCTORAL DISSERTATION

GEOMETRY OF TANGENT BUNDLE WITH RICCI QUARTER-SYMMETRIC
METRIC CONNECTION

Erkan KARAKAS
Supervisor: Prof. Dr. Aydin GEZER
Purpose: Three objectives are pursued in this thesis:

Firstly, it is aimed to define a Ricci quarter-symmetric metric connection in the TM tangent
bundle with complete lift metric; to calculate the curvature, Ricci curvature and scalar curvature
tensors of this defined connection, to examine some properties of these calculated curvature
tensors and to determine the mean connection according to this connection.

Secondly, according to this connection, it is aimed to characterize some special vector fields
(incompresible, harmonic, concurrent, conformal, projective, @(Ric)) on the TM tangent
bundle.

Thirdly, it is intended to determine the necessary and sufficient conditions for the TM tangent
bundle to have a soliton structure (Ricci soliton, gradient Ricci soliton, generalized Ricci-
Yamabe soliton, Riemann soliton) according to this connection.

Method: In this study, a Ricci quarter-symmetric metric connection on the tangent bundle is
defined by making use of Hayden’s method of defining connections on subspaces of torsion
spaces.

Findings: In the thesis, firstly, a Ricci quarter-symmetric metric connection is defined with the
help of the coefficients of the Levi-Civita connection on the tangent bundle with complete lift
metric and a specially chosen deformation tensor. The curvature tensor, Ricci curvature tensor
and scalar curvature tensor of the defined connection are calculated and the different properties
of these calculated tensors are investigated. Again, the mean connection of this new connection
was created and the curvature tensor and Ricci curvature tensor of the mean connection were
calculated. In addition, the necessary conditions for the tangent bundle to be Ricci semi-
symmetric and locally Ricci-symmetric with respect to the Ricci quarter-symmetric metric
connection were given. Secondly, some special vector fields (incompresible, harmonic,
concurrent, conformal, projective, @(Ric)) are classified on the tangent bundle according to the
Ricci quarter-symmetric metric connection. Thirdly, the necessary and sufficient conditions for
the TM tangent bundle to have a soliton structure (Ricci soliton, gradient Ricci soliton,
generalized Ricci-Yamabe soliton, Riemann soliton) according to this connection were
determined.

Results: With this study, for the first time a Ricci quarter-symmetric metric connection on the
tangent bundle was defined and the geometry of the tangent bundle having this connection was
investigated.

Keywords: Tangent bundle, Ricci quarter-symmetric metric connection, complete lift metric,
Ricci soliton, gradient Ricci soliton, generalized Ricci-Yamabe soliton, Riemann soliton,
projective vector field, conformal vector field, harmonic vector field, concurrent vector field,
@(Ric) vector field, incompressible vector field.
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Sekil 1. Diferensiyellenebilir atlas

SEKILLER DiZiNi

viii



R
M

™
C*(M,R)

KISALTMALAR VE SIMGELER DiZiNi

: Reel sayilar kiimesi
: n-boyutlu M manifoldu
: M manifoldunun tanjant demeti

' f:M — R seklinde tanimli her mertebeden siirekli kismi tiirevlere sahip

fonksiyonlarin kiimesi

. Kontraksiyon operatorii

: Tiirev operatorii

: Dogal izdiisiim fonksiyonu

. X ve Y vektor alanlarinin Lie ¢carpimi

- X vektor alani yoniindeki Lie tiirevi

: M de tanimli Riemann (Levi-Civita) konneksiyon

: TM de tanimli Riemann (Levi-Civita) konneksiyon

: TM de tanimli Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyon

: TM de taniml ortalama konneksiyon

: X vektor alant yoniindeki kovaryant tiirev

: M de tanimli Riemann (Levi-Civita) konneksiyonun katsayilari
: TM de tanimli Riemann (Levi-Civita) konneksiyonun katsayilari
: TM de tanimli Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun katsayilari
: TM de tanimli ortalama konneksiyonun katsayilari

: M manifoldunda tanimli V konneksiyonunun burulma tensorii

: TM de V Riemann konneksiyonun burulma tensorii

: TM de V konneksiyonunun burulma tensorii

: M manifoldunda tanimli V konneksiyonunun egrilik tensorii

: TM de V konneksiyonunun egrilik tensérii

: TM de V konneksiyonunun egrilik tensrii

: TM de V konneksiyonunun egrilik tensorii

: M manifoldunda tanimli V konneksiyonunun Ricci tensorii

: TM manifoldunda taniml1 V konneksiyonunun Ricci tensérii



Rﬂy

“n @ O il

(9

PDE

: TM manifoldunda tanimli V konneksiyonunun Ricci tensorii
: M de V konneksiyonunun skaler egriligi

: TM de V konneksiyonunun skaler egriligi

: M de taniml1 Riemann metrigi

: TM de tanimli tam lift (1) metrigi

: TM de tanimli (1+11) metrigi

: Sasaki metrigi

: TM de taniml tam lift (11) metrigi

: Cheeger-Gromoll metrigi

: M manifoldunun p noktasindaki tanjant uzay

: M manifoldunun p noktasindaki kotanjant uzay

: M manifoldunda taniml1 tim (p, q) tipli tensorlerin kiimesi
: M manifoldunda tanimli tensor alanlarinin toplami

: Tensor carpimi

. Kulkarni-Nomizu ¢arpimi

: A tensor alaninin dikey (vertikal) lifti

. A tensor alaninin tam (complete) lifti

. A tensor alaninin yatay (horizantal) lifti

: Partial Differential Equation (Kismi Diferensiyel Denklem)



GIRIS

Matematikte devrimler sessiz, sakin gerceklesir. Carpisan ordular da yoktur, silahlar
da. Hakkinda gazetelerin arka sayfalarinda kisa haberler ¢ikar. Goze g¢arpmazlar. Tipki

Cambridge, Massachusetts’te, 7 Nisan 2003’ilin soguk, nemli 6gleden sonras1 gibi.

O saatte Grigory Perelman’in konusmasini dinlemek i¢in MIT toplanti salonunu
dolduranlar, entelektiiel bir devrime ©On siradan sahit olduklarinin farkindaydi. Bernard
Riemann’m “Geometri’nin Temellerine Dair Hipotezler (Uber die Hypothesen die der
Geometrie zu Grunde liegen)” baslikli Yeterlik konferansini dinlemek i¢in 1854 yilinin 10
Haziran’inda Géttingen Universitesi’nin konferans salonunda toplananlar i¢inse durum boyle
degildi. Bu konferans, adaylarin tiniversitede akademik bir pozisyon alabilmek i¢in gegmeleri

gereken Orta Cag’dan miras kalan son virajdi (O’Shea 2007).

Riemann, Yeterlik konferansi igin jiiriye iic muhtemel konu sunmustu. Bunlardan ilk
ikisi kompleks fonksiyonlar ve trigonometrik seriler iizerine arastirmalari ile ilgili, digeri ise

“Geometri’nin temellerine dair hipotezler” lizerineydi.

Geleneksel olarak jiiri adayin kendini en rahat hissettigi konuyu anlatmasini isterdi ama
jurideki en seckin iiye olan Gauss, ilk iki konuyu atlayarak ii¢lincii konuyu Riemann’dan
sunmasini istedi. Gauss’un bu tercihinin nedeni ti¢iincii konunun kendisinin de ilgi duydugu
ama Oklidyen geometrinin dogrulugu ve zorunlulugunu benimseyen Kant’m Matematik
felsefesinin etkisini sarsmaktan imtina ettigi icin yayimlamaya cesaret edemedigi “Oklid dis1

geometriler” ile ilgili olmasindan kaynaklaniyordu (Demir 2016).

Avrupa ile Almanya’da entelektiiel cevrede etkili olan Kant, 1781°de yayimladig1 Saf
Aklin Elestirisi’nde evrenin Oklidyen oldugunu ima eder. Ona gore uzayin ger¢ek geometrisi,

ancak deneyle bulunabilecek fiziksel bir olgudur (Yalgin 2003).

Riemann sade bir Almanca ile verdigi konferansla sadece Gauss’un yiizeyler iizerine
olan teorisini n-boyutlu duruma tasimakla kalmamus etkisi ve sonuglari ile ii¢ bin yillik
geometrinin seklini degistirecek sessiz bir devrime imza atmistir. Riemann, izafiyet teorisinden
Poincaré’in c¢aligmalarinin ¢oguna, uzay-zaman yapisindan Perelman’in ¢aligmalarina kadar
dokundugu her alanda bir temel olusturacak olan bu n-boyutlu durumu manifold olarak

adlandirmistir. Manifold kavramini tanmimlarken Oklidyen geometride iki nokta arasindaki en



kisa uzakhig1 gosteren dlgme bagmtisini n-boyutlu duruma genellestirir. Oklidyen diizlemde

(x1,x?) ve (x* + dx', x? + dx?) noktalar arasindaki en kisa uzaklik [ olmak iizere,

= /(dx1)? + (dx?)?

seklinde olup i,j = 1,2 i¢in bu [ uzunlugu

l= ’gijdxidxf

olarak ifade edilebilir. Bu esitlikte g1 = g,, = 1 Ve g1, = g1 = 0 dir. Riemann bu 6lgme

bagintisini i,j = 1, ...,n i¢in
ds?= g;jdx'dx’

durumuna genellestirerek Oklidyen uzaydaki uzunluk kavramini manifold iizerine bir metrik
bagmnti (Riemann metrigi) olarak tasimis oldu. Artik metrik bagmt: sadece Oklidyen uzaydaki
Pisagor teoremi yardimiyla elde edilen uzunluk kavrami olmak zorunda degildi. Uygun metrik
bagmt1 belirlenerek Oklidyen uzayda uzaklik kavramina bagli olarak tanimlanan agi vb.
kavramlart manifold {izerinde tanimlamak miimkiindi. Bodylece uzayin geometrisi

belirlenebilecekti (Sahin 2015).

Manifold teorisinde Oklidyen ve Oklidyen dis1 geometrileri birlestiren temel unsur bir
noktadan baska bir noktaya degisen egrilik kavramidir. Oklidyen diizlem egriligi sifir olan bir
ylizeyken, kiire veya z = x? — y? gibi eyer yiizeyleri egrilige sahip 2-manifoldlardir. Egriligi
sifir olmayan bu tiir uzaylarda, paralellik aksiyomunun durumunu belirlemek i¢in Oklidyen
uzaydaki dogru kavramia uygun bir karsilik tanimlamak gerekir. Oklidyen uzayda dogru, iki
nokta arasindaki en kisa mesafeyi ifade ederken; egrilige sahip bir uzayda bu kavrama
jeodezikler karsilik gelir. Ornegin, kiire iizerinde biiyiik gemberler jeodeziklerdir; dolayisiyla
kiirenin jeodezikleri biiylik cemberler olarak tanimlanir. Bir kiire lizerinde, bir L biiylik cemberi
ve bu ¢ember iizerinde olmayan bir P noktasi verildiginde, P noktasindan gegen ve L ye paralel
olan bagka bir biiyiik gember bulunmaz. Bu durum, pozitif egrilige sahip olan kiirelerin eliptik
geometriye model olusturdugunu gosterir. Ote yandan, negatif egrilikli yiizeyler hiperbolik
geometriye model olusturur ve bu tiir geometrilerde, bir L jeodezigi (dogru) ve bir P noktasi

verildiginde, P noktasindan gegen ve L ye paralel olan birden fazla dogru bulunabilir.

Bu baglamda, manifoldun metrik 6zellikleri, manifoldun egriliginden kaynaklanir.
Riemann, yiiksek boyutlu manifoldlarin egriligini belirlemek i¢in manifoldun igindeki
ylizeylerin Gauss egriliginden yararlanmigtir. Manifoldun egriligi, onun geometrik 6zelliklerini

belirleyen temel bir unsurdur. Ornegin, sifir egrilikli bir diizlemde bir iiggenin i¢ acilarmin



toplami1 180 derece iken, pozitif egrilige sahip bir kiire {izerinde ¢izilen bir liggenin i¢ agilarinin
toplami1 180 dereceden biiyiiktiir. Buna karsilik, negatif egrilikli bir eyer yiizeyi tizerinde ¢izilen
bir iicgenin i¢ ag¢ilarinin toplami 180 dereceden kiiciiktlir. Tiim bu farkliliklar, manifoldun

egriliginden kaynaklanmaktadir (Sahin 2012).

Riemann tarafindan ilk kez “Mannigfaltigkeit” olarak adlandirilan ve Clifford
tarafindan Ingilizce'ye “Manifoldness ” olarak gevrilen manifold kavrami, temel olarak yiizey
kavramini ¢ok boyutlu uzaylara genellestirmek amaciyla ortaya ¢ikmistir. En genel tanimiyla
manifold, her bir noktasinda bu noktay1 kapsayan ve Oklid uzayinin agik bir alt kiimesiyle
homeomorfik olacak sekilde ag¢ik bir kiimesi bulunan bir Hausdorff uzayidir. Baska bir deyisle,

manifoldlar lokal olarak Oklid uzayima benzeyen nokta kiimeleridir.

Manifoldu kaplayan bu agik kiimelere “haritalar”, bu haritalarin olusturdugu topluluga
ise “atlas” denir. Manifold ile Oklid uzay1 arasinda birer homeomorfizm olan bu haritalar ve
atlaslar sayesinde manifold iizerinde bir “diferensiyel yap1” tanimlanabilir. Bu yap1 sayesinde,
manifoldlarin ¢ogunun vektdr uzay1 yapisina sahip olmamasindan dolay1 gerceklestirilemeyen
tiirev ve integral alma gibi islemler, bu islemleri kolaylikla yapabilecegimiz Oklid uzay
araciligiyla manifold iizerinde uygulanabilir hale gelmektedir. Ayrica, diferensiyel yapi

tanimlanmis bir manifold, “diferensiyellenebilir manifold” olarak adlandirilir (Suhubi 2008).

Manifoldlar {izerinde tanimlanan en temel kavram tanjant vektér kavramudir. Bir
diferensiyellenebilir manifoldun bir P noktasindaki “tanjant vektorler” ve bu vektorlerin

olusturdugu “tanjant uzay” tanimlanirken iki amag hedeflenir:

e Oklid uzaylarinda alisik oldugumuz gibi fonksiyonlarin bir dogrultu boyunca tiirevi

kavramini manifoldlara genisletmek,

e P noktast civarinda cesitli biiyiikliiklerin tiiretilebilme 6zelliklerini yerel
koordinatlardan bagimsiz olarak belirleyebilmek ve manifolda lokal olarak lineer bir

vektor uzay1 yapist kazandirmak (Suhubi 2008).

Tanimlanan diferensiyel yap1 ve tanjant vektor sayesinde manifold iizerinde sirasiyla

diferensiyel ve cebirsel islemler yapmak olanakli hale gelmektedir.

Diferensiyellenebilir bir M manifoldu verildiginde, M {izerindeki temel elemanlarin
diger manifoldlara aktarilmasi ve M iizerindeki yapilar ile diger manifoldlar tizerindeki yapilar
arasindaki iligkinin arastirilmasi O6nemli bir problemdir. Bu yaklasimla, M ve diger

manifoldlarin geometrisi arasindaki iliskiler incelenebilir (Ozkan 2006).



M manifolduna difeomorfik olan manifoldlar disinda, M ile en yakin iligkili olan
manifold M nin tanjant demetidir. M manifoldunun her bir noktasindaki tanjant uzaylarin ayrik
birlesimi “tanjant demet” olarak adlandirilir ve TM ile gosterilir:

™ = U(T,,M)

PEM
Bu baglamda M, TM nin baz manifoldu olarak kabul edilir.

Tanjant demet kavraminin temeli, Sasaki’nin 1958 yilinda yayimladig1 ve bu alanda
oncii bir role sahip olan makalesine kadar uzanmaktadir. Bu ufuk acict calismada Sasaki,
diferensiyellenebilir bir M manifoldu {izerinde verilen g metrigini kullanarak TM tanjant
demette g metrigini (Sasaki metrigi) insa eder (Sasaki 1958; Gudmundsson and Kappos
2002).

TM tanjant demetteki herhangi bir G metrigi, M baz manifoldu tizerinde verilen bir g

Riemann metriginden elde edilebiliyorsa bu tiir metrikler “g-dogal metrik” olarak adlandirilir.
Sasaki metrigi, dogal bir metrik olmasina ragmen rijit (kati, degismez) yapiya sahiptir. Yani,
TM tanjant demetin geometrik 6zelliklerinin ¢ogu (lokal flat olma, lokal simetrik olma, sabit
skaler egrilikli olma) M baz manifoldu flat (diiz) olmadik¢a saglanamaz (Kowalski 1971; Aso
1981; Musso and Tricerri 1988).

Bir diger iyi bilinen g-dogal metrik ise, Cheeger ve Gromoll (1972) tarafindan
tanimlanmasina ragmen, anlagilabilir bir sekilde Musso ve Tricerri (1988) tarafindan ifade

(CG

edilmis olan Cheeger-Gromoll (**g) metrigidir. Sasaki metriginin aksine bu metrige goére

(M, g) baz manifoldu lokal flat olsa da (TM, ““g) lokal flat olmamaktadur.

Tensor alanlarinin ve konneksiyonlarin “dikey ve tam liftleri” Yano ve Kobayashi
(1966); “yatay liftleri” ise Yano ve Ishihara (1967) tarafindan gelistirilerek M tlizerindeki temel

elemanlar TM tanjant demete tagimustir.

Yano ve Ishihara (1973), M iizerinde tanimli bir g Riemann metriginin klasik liftleri
vasitasiyla TM iizerinde Riemann ya da pseudo-Riemann metrikler olarak addedilen metrikleri

tanimlayarak, bu metriklere gére TM tanjant demetin geometrik 6zelliklerini incelemislerdir.

Diferensiyellenebilir bir M manifoldu tizerinde verilen bir g Riemann metriginin
yardimiyla TM tanjant demet iizerinde insa edilebilen metriklerin iyi bilinen klasik 6rnekleri
g Sasaki metrigi, “g yatay lift ve "g dikey lifttir. Bu metriklerin yapis1 asagidaki gibi

verilmistir.



a) °g Sasaki metrigi, TM tanjant demet iizerinde pozitif tanimli bir Riemann metrigi
olup M iizerinde verilen g Riemann metriginden asagidaki gibi elde edilir:
*g("x, 1Y) = g(x, 1),
Sg(HX’ VY) _ Sg( x, HY) —0,
Sg("x,"Y) = g(x,Y).
b) g metriginin 7 g yatay lifti, TM tanjant demet iizerinde bir pseudo-Riemann metrigi

olup su sekilde verilir:
Hg(HX' Hy) =0,
Ho(HX, YY) = 1g(VX, HY) = g(X, V),
Hg("X,"Y) =0.
¢) g metriginin ”g dikey lifti, TM tanjant demet iizerinde bir dejenere metrik olup

asagidaki gibi tanimlanir:
Vg(HX‘ HY) =0,
Vg(HX’ VY) _ Vg( 5'¢ HY) —0,
"9("X,"Y) = g, V).
Burada X, Y, Z, M manifoldu tizerinde taniml1 vektor alanlaridir.

Bir baska klasik yapi ise tensér alanlarimin TM tanjant demete ©g tam liftidir. Bir g

Riemann metriginin g tam lifti ile yukarida verilen " g yatay lifti cakismaktadir (Gezer et al.
2015).

TM tanjant demet iizerinde g, g ve Vg liftleri kullanilarak farkli metrikler
olusturulabilir. Ornegin Abbassi ve Sarih (2005a), tanjant demette g Riemann metriginin dikey,
yatay ve Sasaki liftlerinin kombinasyonundan olusan G = a g + b g + ¢ Vg seklinde bir
metrik tanimlayarak bu metrige sahip tanjant demetin sabit skaler egrilikli uzay olmasi i¢in baz
manifoldun lokal flat olmasi gerektigini gOstermislerdir. Burada a,b,c; a >0 ve

a(a + ¢) — b? > 0 sartlarim saglayan sabitlerdir.

Ayrica Abbassi ve Sarih (2005b), (TM, G) tanjant demetteki her Riemann g-dogal

metrigi G nin asagidaki kalitsal 6zelliklere sahip oldugunu gostermistir:

“(TM, G) sirastyla flat, veya lokal simetrik, veya sabit kesitsel egrilikli, veya sabit skaler

egrilikli, veya Einstein manifoldu ise (M, g) de sirasiyla ayni 6zelliklere sahiptir.”



Yukarida bahsedilen tiim metrikler ilk olarak Kowalski ve Sekizawa tarafindan
smiflandirilan, Abbassi ve Sarih tarafindan tam olarak karakterize edilen tanjant demet
tizerindeki g-dogal metrikler smnifina aittir (Kowalski and Sekizawa 1988; Abbassi 2004;
Abbassi and Sarih 2005b).

Konneksiyon kavramy, ilk olarak 1869 yilinda Elwin Bruno Christoffel’in “Uber die
Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten Grades” baslikli ¢alismasinda
dolayl bir sekilde ortaya konulmustur. Bu calismada Christoffel, bugiin kendi adiyla anilan
Christoffel sembollerini (Fi]-k) tanitmig, ancak bu sembollerin bir konneksiyon ifade ettigini fark
edememistir. Christoffel’in amaci, ikinci dereceden diferensiyel ifadelerin degisken degisimleri

altinda nasil doniistiigiinii incelemekti. Christoffel bu amagla ayn1 g Riemann metriginin

n n
Z gij(xk)dxidxi = Z gaﬁ(yy)dyadyﬁ

i,j=1 a,f=1
seklindeki iliskisini dikkate alir. Burada (x*) ve (y") koordinatlar1 ile bunlarin diferensiyelleri
f dontistimii ile iligkidir (yani y = f(x) ). Christoffel, f dontisiimiiniin ikinci kismi tiirevini
izole etmek i¢in bugiin belirtilen asagidaki katsayilar ortaya koyar:
n

1 dgj1 9gu 09ij
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=1

Boylece Fil]-‘ katsayilarinin koordinat doniisiimii altinda nasil dontistiigiini belirleyen

asagidaki temel denklemi elde eder:

2 = L OfY <o ., daffafe
ZF]_ FY

dxioxt i Maxi Ba gxt 9x!
j=1 a,f=1

Bu baglamda, g Riemann metrigi tlizerinden tiiretilen bu semboller, koordinat
sisteminden bagimsiz bir diferensiyel hesaplama yontemi gelistirilmesine olanak saglamistir.
Ancak, Christoffel’in bu sembolleri yalnizca matematiksel bir siniflandirma problemi

cercevesinde ele aldig1 ve herhangi bir geometrik yoruma ulasamadig1 goriilmektedir.

Riemann metriginden elde edilen Christoffel sembollerinin “koordinatsiz” bir
diferensiyel hesap olusturmak i¢in kullanilabilecegini fark eden Gregorio Ricci-Curbastro’ydu.
Diferensiyel hesabin bu sekilde genisletilmesi, kovaryant tiirev araciligiyla kismi tiirevin
egrilikli (yani Oklid dis1) uzaylarda uygulanmasina olanak tanimistir. Bu genisleme, kovaryant

tiirev yardimiyla, egri uzaylarda tlirev almay1 miimkiin kilmigtir.



Ricci, bir X (X = X7, X J %) vektor alaninin kovaryant tiirevini lokal koordinatlarda

su sekilde tanimlar:

Oklidyen uzayda kovaryant tiirev, Christoffel sembollerinin sifir olmas1 nedeniyle kismi

tireve indirgenir. Modern notasyonda X;ij kovaryant tiirevi (VjX )l olarak yazilir. Ricci, bu

tiirevlerin koordinat sisteminden bagimsiz olmasini saglamistir. Bu koordinat bagimsizligi,
diferensiyel hesabin bu genisletilmis bi¢iminin “mutlak diferensiyel hesap” olarak
adlandirilmasina yol agmistir. Ancak, mutlak diferensiyel hesap, bigimsel bir yap1 olmasina

ragmen geometrik bir yoruma sahip degildi.

1917 yilina kadar tamamen analitik bir algoritma olarak degerlendirilen “konneksiyon”
kavrami, bu tarihte Levi-Civita tarafindan geometrik bir baglamda ele alinmistir. Levi-Civita,
bir Riemann manifoldunda paralellik kavramini, 1917 yilinda yayimladigi “Nozione di
parallelismo in una varieta qualunque e conseguente specificazione geometrica della curvatura
riemanniana” baslikli ¢alismasinda tanimlamistir. Bu calismanin 6nemi, kovaryant tiirev
hakkinda sundugu geometrik yorumdur. Levi-Civita’ya gore, kovaryant tiirev, izometrik olarak
Oklid uzayma gémiilii bir manifold {izerinde, bir tanjant vektor boyunca alan Oklid tiirevinin
manifoldun tanjant uzayina izdiisiimii olarak goriilebilir. Levi-Civita’nin kovaryant tiirev
operatoriine 6zgl paralellikten bahsetmesinden kisa bir siire sonra, konneksiyon teorisi gergek

anlamda dogmus oldu.

“Konneksiyon” terimi ilk kez 1918 yilinda Hermann Weyl’in “Reine Infinitesimal
Geometrie” adli c¢alismasinda geger. Bu calismada Weyl, bir afin konneksiyonu, “P
noktasindaki bir vektoriin P ye sonsuz yakin bir Q noktasina paralel tasinmasi durumunda Q
daki hangi vektore doniisecegini belirleyen doniisiim” olarak tanimlar. Weyl’in paralel tasima
icin One siirdiigii kosul, “vektorlerin tiimiiniin P den Q ya tasinmasinin bir afin doniisiim
tiretmesi” dir. Burada “afin” terimi, doniisiimiin dogrusal olmas1 ve uzaklik oranlarini korumasi
anlamina gelirken, acilar1 ve uzunluklari koruma zorunlulugu bulunmadigini ifade etmektedir.
Weyl, afin konneksiyonun bilesenlerini Fil]-‘ = F]]f olarak tanimlamistir. Weyl, ayrica metrik bir
manifold lizerindeki afin konneksiyonlar1 ele almis ve bu baglamda Christoffel sembollerini

kullanmustir.

Levi-Civita’nin kovaryant tiirev islemi yoluyla paralel tagima kavrami Weyl’in
konneksiyon tanimiyla uyumlu oldugundan, Levi-Civita’'nin paralel tagima sistemi giiniimiizde

Levi-Civita konneksiyonu olarak ifade edilmektedir. Boylece konneksiyon kavrami, egri



yiizeylerde ikinci tiirev almay1 ve paralellik durumunu saglayarak iki 6nemli sorunu ¢ézmiistiir

(Freemann 2008).

Levi-Civita konneksiyonu, bir Riemann veya pseudo-Riemann manifoldu tizerindeki
metrik ile uyumlu (metrigi paralel birakan) burulmasiz tek afin konneksiyondur. Bu
konneksiyonun katsayilar1 yardimiyla manifold {izerinde farkli konneksiyonlar tanimlanabilir.

Bu konneksiyonlardan biri de Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyondur.

Quarter-simetrik konneksiyonlar, Golab tarafindan 1975 yilinda lineer konneksiyonlu
diferensiyellenebilir manifoldlar {izerinde tanimlanmustir. Bir lineer konneksiyonun T burulma

tensori
TX,Y) =u(lY)pX — u(X)¢pY

seklinde ise bu lineer konneksiyon quarter-simetrik konneksiyon olarak adlandirilir (Golab

1975). Burada, p € I§(M) olmak iizere u,

u(X) = gX,p)

seklinde tanimlanan 1-form ve ¢ € J1(M) dir. Eger (1,1) tipli ¢ tensérii, birim tensér olarak
alinirsa, quarter-simetrik konneksiyon, semi-simetrik konneksiyona doniisiir. Dolayisiyla
quarter-simetrik konneksiyon, semi-simetrik konneksiyon kavraminin bir genellestirilmesi
olarak disiiniilebilir. Bununla beraber quarter-simetrik metrik konneksiyonlarin Riemannian,
Hermitian ve Kaehlerian manifoldlar izerindeki en genel hali Yano ve Imai tarafindan

sunulmustur (Yano and Imai 1982).
Ayrica ¢ € I1(M) tensorii
9(@X,Y) = R(X,Y)

seklinde tanimlanan (1,1) tipli bir Ricci tensorii olarak alinirsa quarter-simetrik konneksiyon
Ricci quarter-simetrik konneksiyon olarak adlandirilir. Ricci quarter-simetrik konneksiyon
kavrami, bir Riemann manifoldu iizerinde Kamilya ve De tarafindan tanimlanmigtir. Bu
calismada Ricci quarter-simetrik konneksiyonun Ricci tensoriiniin simetrik olmasi i¢in gerekli
ve yeterli sartlar bulunmus; indirgenmis konneksiyon ile lineer konneksiyonun konformal

egrilik tensorlerinin esit oldugu gosterilmistir (Kamilya and De 1995).

Bolimiin basinda bahsedilen MIT (Massachusetts Teknoloji Enstitiisii) toplanti
salonuna yeniden donecek olursak Perelman tahtaya asagidaki kisa denklemi yazarak

konferansa baslar:

ag(t)
ot

= —ZRic(g(t)).



Ricci akigi denklemi adi verilen bu denklem bir tiir 1s1 denklemi olup bu denklemde
uzayin egriligi, daha yiiksek egrilige sahip bolgelerden daha az egrilige sahip bolgelere akarak
yayilmaya ¢aligan erimis lava benzer egzotik bir tiir 1s1 gibi goriiliir. Hamilton tarafindan 1982
yilinda tanimlanan Ricci akisi, metrigin (yani manifoldun seklinin) Ricci tensorii ile orantili
olarak, uygun sabit egrilikli bir metrige doniismesini saglayan bir kismi diferensiyel denklemdir
(Hamilton 1982; Hamilton 1988).

Perelman salondaki dinleyicilerden evrenimizi, tiim olasi evrenlerden olusan devasa
soyut kiimenin bir eleman1 olarak diisiinmelerini isterken amaci Henri Poincaré tarafindan
1904’te ortaya atilan evrenin olasi sekline iliskin cesur tahminini (Poincaré sanisi, Poincaré

varsayimi) Ricci akis denkleminden yola ¢ikarak ispatlamakti (O’Shea 2007).

20. yilizy1l matematiginin ¢oziilememis en iinlii problemlerinden biri olan Poincaré
varsaymmi: “Kapali, basit baglantili 3 boyutlu bir manifoldun bir kiireye (S%) izomorfik olmasi
gerektigi” fikrine dayaniyordu. Bu varsayima 1970’lerde 6nemli katkilarda bulunan William
Thurston, “tim 3-boyutlu Riemann manifoldlarinin benzer bir sekilde siniflandirilabilecegini”

One siiren ve daha genis bir hipotez olan Geometrizasyon varsayimini ortaya atmistir.

Grigori Perelman’in Geometrizasyon varsayimini ve dolayisiyla Poincaré varsayimini,
Ricci akisimi kullanarak kanitlamasindan sonra bazi geometrik akis denklemleri ve bu
denklemlerin kendi kendine benzer ¢oziimleri olan solitonlar dikkat ¢ekmeye ve incelenmeye
baslanmigtir. Bunlarin en iinlii ve en ¢ok incelenen sinifi, Ricci akisinin sabit noktalart olarak

tanimlanan Ricci solitonlardir.

Bir (M, g) Riemann manifoldu iizerindeki diizgiin bir V vektor alani

1
ELV‘g + Ric = Ag

sartin1 sagliyorsa (M, g) Riemann manifoldu Ricci soliton olarak adlandirilir. Burada Ly g,

Riemann metrigi g nin V ye gore Lie tiirevi; Ric, (M, g) nin Ricci tensorii ve A bir sabittir.

Bir diger geometrik akis ise yine Hamilton tarafindan 1980’lerin sonlarinda Yamabe
problemini ele almak i¢in tanimlanan Yamabe akis1 kavramidir. Yamabe problemi, “skaler
egriligi sabit olacak sekilde n > 3 boyutlu bir kompakt Riemann manifoldu iizerinde g
Riemann metrigine konformal olan bir metrik” aramaktan ibarettir. Bu nedenle, Yamabe akisi

bir M Riemann manifoldu tizerinde

ag(t)

T —-1(g(®)

esitligini saglayan g(t) metrigi olarak tanimlanir. Burada t, M nin skaler egriligidir.



Yamabe akisinin kendi kendine benzer ¢6ziimleri olan Yamabe solitonlar1 ise Barbosa
ve Ribeiro tarafindan tanimlanmistir. Bir (M, g) Riemann manifoldu iizerinde

1
ELV!J =(t—-Mg

olacak sekilde bir V vektor alan1 var ise (M, g) Riemann manifoldu bir Yamabe solitonu belirtir.

Burada Ly, V vektor alanina gore Lie tiirevini, A ise bir sabiti gostermektedir.

Hamilton'un Ricci ve Yamabe akislari tizerindeki ¢alismalari, Riemann akislari tizerine
calismalar yapan Udriste’ye ilham vermistir. Udriste, Ricci akisi kavramini dogal bir sekilde
genisleterek diferensiyellenebilir bir M manifoldu tizerinde Riemann egrilik tensoriinii igeren

dogrusal olmayan bir kismi diferansiyel denklem (PDE) olusturdu:
G
E(x, t) = —2Riem(g(x, t)).

Burada G(x,t) = g(x,t) Ag(x,t), x € M,t € M ve Riem, Riemann tensor alanidir.
Bu ¢ergevede, yukarida belirtilen PDE nin ¢oziimii olan g metrigi bir Riemann akis olarak
adlandirilir. Udriste’nin yaklasiminda Ricci soliton kavrami, Riemann soliton kavramiyla
degistirilir. Bir Riemann solitonuna, Riemann akis1 baglaminda kinematik bir ¢6zlim olarak
bakilabilir ve profili, sabit kesit egriligine sahip uzaylar1 kapsayan daha genis bir perspektif
sunar (Udriste and Hirica 2016; Udriste 2020).

Yukarida verilen literatiir taramasindan yola ¢ikilarak bu ¢aligmada ii¢ temel problem
iizerinde durulacaktir. Birinci problem olarak, ©g tam lift metrigi kullamlarak TM tanjant
demette bir Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyon tanimlanacak, tanimlanan bu
konneksiyon yardimiyla TM tanjant demetin geometrik ozellikleri arastirilacaktir. Ikinci
problemde tanimlanan Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gore TM tanjant demet
lizerinde bazi1 6zel vektdr alanlarmin karakterizasyonu iizerinde durulacaktir. Ugiincii problem
ise TM tanjant demetin Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gore bir soliton (Ricci
soliton, gradyan Ricci soliton, genellestirilmis Ricci-Yamabe soliton, Riemann soliton)

yapisina sahip olmasi icin gerekli ve yeterli kosullarin belirlenmesi {izerinedir.

Tez galismasi bes boliimden olusmaktadir. “Kuramsal Temeller” adli ikinci boliimde

temel tanim, kavram, notasyon ve teoremlere yer verilmistir.

“Materyal ve Yontem” adli tigincii boliimde tanjant demet, baz manifold {izerinde
verilen temel elemanlarin tanjant demete liftleri, Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyon,

adapte olmus cat1 hakkinda temel tanim ve bilgiler yer almaktadir.

10



“Arastirma Bulgular: ve Tartisma” adli dérdiincii boliimde, TM tanjant demet tizerinde
bir Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyon tanimlanarak, tanimlanan bu yeni konneksiyona
gore TM tanjant demetin geometrik Ozelliklerinin incelenmesi; 6zel vektor alanlarinin
karakterizasyonu ve gesitli soliton yapilarin ingas1 igin gerekli ve yeterli olan sartlarin

belirlenmesi tizerinde durulmustur.

“Sonug” adl1 son boliimde ise tezden elde edilen sonuglar 6zetlenmistir.
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KURAMSAL TEMELLER

Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tammm 1: M ve N birer topolojik uzay olmak iizere, f: M — N fonksiyonu verilsin. N
uzayinin her agik alt kiimesinin f~1 deki ters goriintiisii, M uzaymin agik bir alt kiimesi ise f
fonksiyonuna siirekli fonksiyon denir. Ayrica f: M — N fonksiyonu birebir, orten ve stirekli
iken f~1: N - M de siirekli ise f fonksiyonuna M den N ye bir homeomorfizm (topolojik

doniisiim) adi verilir (Sabuncuoglu 2006).

Burada M ve N uzaylar1 arasinda bir homeomorfizm oldugu taktirde M ve N uzaylarina

homeomorfiktir veya topolojik olarak birbirine denktir denir (Hacisalihoglu 1998).

Tanmm 2: M bir Hausdorff uzay1 olmak tizere, V p € M i¢in R™ uzayinin agik bir alt
kiimesine homeomorfik olacak sekilde p noktasmnin bir U agik komsulugu varsa M ye bir
topolojik manifold ya da kisaca manifold denir. Yani bir manifold lokal olarak Oklid uzayina
esdegerdir (Suhubi 2008).

Bu taktirde boy(R™) = n oldugundan, manifoldun boyutu da n dir ve n-boyutlu M
manifoldu M,, olarakta gosterilebilir (Sahin 2012).

Tanmmm 3: Tanim 2’ye gore, herhangi bir U € M agik kiimesinden V < R"™ agik
bolgesine olan ¢:U — V bir homeomorfizm ise (U, ) ikilisine n-boyutlu harita (veya
n-boyutlu koordinat sistemi) denir (Salimov ve Magden 2008).

U agik kiimesi ise haritanin tanim bolgesi veya koordinat bolgesi (koordinat komsulugu)

olur (Suhubi 2008; Salimov ve Magden 2008).
Tamm 4: ¢ bir homeomorfizm oldugundan, p € U € M noktas1 i¢in

o) =x=x"®),....x"(p))

yazilir. Béylece ¢ homeomorfizmi, M manifoldunun her bir p noktasma (x(p),...,x"(p))
n-lisini karsilik getirmis olur. x(p),...,x™(p) reel sayilarma p € M noktasmin (U, )
haritasindaki lokal koordinatlart adi verilir. Yani p € M noktasinin koordinatlari,

x = @(p) € R™ noktasinin koordinatlart olarak tanimlanir (Suhubi 2008; Sahin 2012).

Dolayisiyla bir harita bir “lokal koordinat takimi1™ olusturur. Bir topolojik manifoldun
her bir noktasinda n-boyutlu bir harita varsa manifoldun boyutu bu n sayisidir. Tim

haritalardaki lokal koordinat takimlarinin birlesimi ise M manifoldunun “koordinat ortiistinii”
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olusturur. ¢ ~1:V —> U ters doniisiimii ise U kiimesinin bir parametrelemesi adini alir ve

x1,x2,...,x™ koordinatlara U kiimesinin parametreleri denir.

M manifoldu tizerindeki koordinat ¢izgileri, R™ deki kartezyen koordinat ¢izgilerinin
¢@~1:V - U doniisiimii altindaki goriintiileri olan egriler olup M manifoldu p noktasi civarinda

lokal olarak R™ uzayiin agik bir alt kiimesi gibi davranmaktadir (Suhubi 2008).

Tamm 5: M topolojik uzay: istiinde, keyfi @, B € I i¢in U, N Ug # @ olmak iizere
(Ug 9o) Ve (Ug, @p) iki farkli harita verilsin. U, N Ug arakesit kiimesinin ¢, Ve ¢z altinda R™
deki goriintiileri genellikle farkli olacaktir. ¢, ve @ homeomorfizmlerinin ortak tanim bolgesi
U, N Uy iizerinde, bir noktanin ¢, altindaki koordinatlari (x',x?,...,x™) olsun. ¢, bir
homeomorfizm olup ¢, " tersi var oldugundan, U, N Ugz de bir tek p noktas: vardir. Bu p
noktasiin @g altindaki koordinatlari ise (y1,v?,...,y™) olmak iizere bu koordinatlar arasinda,
Pap = Pp ° (pa_l: Pa(Ug N UB) - (P,B(Ua n U,B)
(paﬁ_l = Ppa = Pa ° (Pﬁ_l: (pB(Ua n UB) = Pa(Ug N UB)

olacak sekilde,
. . i
yt = fi(xt x?, .., x™) = ((pﬁ o @y, t(xt, x?, ...,x")) (1)

. . i
xt = gl Y2y = (9a 0 s 0 Y2 0 y™) (2)

bagintilari elde edilir. Sekil 1 dikkate alindiginda bu bagintilarin U, N Up agik kiimesi tizerinde

bir koordinat doniisiimiine karsilik geldigi aciktir.

Sekil 1. Diferensiyellenebilir atlas
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ft ve g fonksiyonlarimin sirastyla x‘ve y'degiskenlerine gore k. ve daha kiiciik

mertebeden siirekli kismi tiirevleri varsa (Ug, @o) Ve (Ug, @g) haritalar1 k. mertebeden
uyumludur (C*-bagdasir veya C*-uzlasir) denir.

UsNUg =@ ise bu haritalar uyumlu olarak kabul edilir. ~Burada
(', x%,...,x™) € @ (Uy N Up), 4, ¥%,...,9™) € (U, NUp) Ve i = 1,2,...,n seklindedir
(Suhubi 2008; Sahin 2012).

Tamm 6: M, n-boyutlu bir manifold olsun. Eger M {izerindeki haritalarin bir ailesi olan
A= {(Ua, Do) (UB' (pﬁ), (U ,(py), } kiimesi i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa A
kolleksiyonuna k. mertebeden diferensiyellenebilir yap1 (veya C*-simifindan atlas) ad1 verilir

(Suhubi 2008).

)} {Ua, Up, Uy, } acik kiimelerinin kolleksiyonu M manifoldunun agik bir ortiistidiir.

M:UUa.

a€l

Yani

i) A daki herhangi iki harita k. mertebeden uyumludur (veya C* sinifindandir).

iii) A maksimaldir. Yani A nin elemanlariyla uyumlu biitiin koordinat atlaslar1 yine A

nin elemani oluyorsa A ya M iizerinde bir maksimal atlas (veya tam atlas) denir.

Tamm 7: M manifoldu tizerinde k. mertebeden maksimal bir atlas varsa M manifolduna

k. mertebeden diferensiyellenebilir manifold denir.

Eger (1) ve (2) reel degiskenli ve reel degerli fonksiyonlarinin her mertebeden siirekli
kismi tiirevleri var ise M manifolduna C* atlas veya C* diferensiyellenebilir manifold adi

verilir. C* diferensiyellenebilir manifolduna kisaca diizgiin manifold da denir (Suhubi 2008).

Diferensiyellenebilir Fonksiyonlar
Tamm 8: M, n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve f: M — R olsun. p € M
noktasini igine alan bir (Uy, ¢, ) haritasi i¢in x € R™ olmak {izere,
f®) = flpa™'(x)) = (f e pa ()

yazilir. ¢,(U,) € R™ acik kiimesi iizerinde (f o ¢~1):R™ - R reel degerli, n degiskenli
fonksiyonu igin x = @,(p) olmak iizere, f(p) = (fep 1)(x) esitligi vardir.

(fep™H(x1,...,x™) fonksiyonunun x € ¢, (U,) noktasinda k. mertebeye kadar siirekli kismi
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tirevleri varsa f fonksiyonuna p € M noktasinda k. mertebeden diferensiyellenebilirdir denir
(Suhubi 2008).

k. mertebeden diferensiyellenebilir bir fonksiyon, C* smifindan bir fonksiyon olarak
nitelenir ve f € C*¥(U,R) olarak gosterilir. Burada ¢,(U,) =V c R*® dir. Eger
(fep™1)(x1, ..., x™) fonksiyonunun x € ¢, (U,) noktasinda her mertebeden siirekli kismi

tiirevleri varsa f fonksiyonuna diizgiin fonksiyon denir ve f € C* (U, R) seklinde gosterilir.

Tanjant Vektorler ve Vektor Alanlar:

Tammm 9: M, n-boyutlu bir manifold, p € M ve manifold iizerindeki diizgiin
fonksiyonlarmn kiimesi C* (M, R) ve f € C*(M, R) olsun. p noktasindaki bir harita (U, ¢) ise
o) = (x1,...,x™) e R* ikenp = ¢ 1(x%,...,x™) olup

y=f®) =fle ..., x™) =g, ...,x")
yazilir. Burada g = f o ¢! seklindedir. f ve g fonksiyonlari igin

of| g
axtl, - oxt ()

0 . . 0 . o g eqe
esitligi goz oniine alinsin. Burada a—j;| ifadesi 5| (f) seklinde de gosterilebilir.
p p

n tane olan & € R sayilari igin,

n

0
=Y et

i=1

p

bi¢iminde tamimlanan V,: C* (M, R) — R lineer fonksiyonuna bakalim. Bu fonksiyon,

n

0
V= g f‘ﬁ|
Xp

i=1
seklinde olup ve bu sekildeki tiim fonksiyonlarmn kiimesi de T, M ile gosterilsin. T, M kiimesi,
) (B +Wo)(f) = %) + W, ()
i) (@) (f) = al, (f)

seklinde tanimlanan toplama ve skalerle carpma islemleriyle beraber R cismi {izerinde bir
vektdr uzayi olur. Bu vektor uzayma M manifoldunun p noktasindaki tanjant uzayi, bu uzayin

elemanlarina da M manifoldunun p noktasindaki tanjant vektorleri denir (Salimov ve Magden
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2008). Burada V, W € T,M ve a € Rdir. Manifoldun bir p noktasindaki tanjant uzay1 ile Oklid

uzay1 izomorfik oldugundan tanjant uzayin boyutu manifoldun boyutuna esittir.

Sonu¢ 1: M, n-boyutlu diizgiin bir manifold olmak iizere, p € M ve manifold lizerindeki
diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi C*(M, R) olsun. Bu durumda f, g € C*(M, R) ve

a,b € R olmak uzere her V, € T,M tanjant vektori igin,
i) Vo (af + bg) = aVyf + blg
i (f9) =KL (g + f@)Vp(9)

yazilir (Hicks 1971; O'Neill 1983).

Teorem 1: (T,M), n-boyutlu M manifoldunun p noktasindaki tanjant uzay1 ve p

noktasmin (Uy, ¢,) haritasindaki koordinatlar1 (x1,...,x™) olsun. Bu durumda T,M vektor

uzayinin bir bazi { (%)p e, (667),0} dir.

1

Tammim 10: Teorem 1°de verilen {(%) (%) } bazina M manifoldunun p
14 p

noktasindaki dogal ¢atis1 denir.

n

0

; 0 ;0 . . .
L_~ 1 Y . o i
¢ Fp yazilism & Fpe seklinde gosterecegiz. & 3o

Kisaligin  hatir1 i¢in Z

i=1
C e g C e 0 . d )
yazilisindaki i indisi toplam indisi adini alir. Benzer olarak — baz1 ise — = 0, seklinde
dxt axt ¢
gosterilecektir.

Tamm 11: M manifoldunun her bir p noktasma, T,M tanjant uzayindan bir tanjant
vektor karsilik getiren C® sinifindan bir fonksiyona M iistliinde bir vektdr alani denir. Boylece

M manifoldu iizerinde bir V' vektor alani,
vim - | Ja,m
PEM

seklinde tanimli diferensiyellenebilir bir doniistimdiir (Sahin 2012).

Aslinda vektor alani biiyiik bir tanjant vektor kolleksiyonu olup M manifoldunun her
bir noktasinda bir tanjant vektore sahiptir. Burada vektor alaninin diferensiyellenebilir olmasi,

vV f € C*(M, R) igin

Vf:M - R
p—> (VAP = %)

seklinde tanimli fonksiyonun her mertebeden diferensiyellenebilir olmasi anlamindadir.
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Vektor alanlarinin kiimesi 35(M) ile gosterilecektir. Lokal koordinat sisteminde bir V

vektor alani,

olarak ifade edilir (Sahin 2012).

$5(M), M manifoldu tizerindeki diferensiyellenebilir vektdr alanlarinin kiimesi olsun.

p € M olmak iizere, V X,Y € S5(M) ve V f,g € C*(M,R) icin, 35(M) kiimesi
)X +Y),(f) = X,(f) + Y, (f)
i) (9X)p(f) = 9(@) X, (f)

seklinde tanimlanan toplama ve ¢arpma iglemleri ile beraber C*(M, R) halkas1 tizerinde bir

moduldiir.

Kotanjant Vektorler ve 1-Formlar

Tamm 12 : M, n-boyutlu bir manifold ve f € C®(M,R) olmak iizere, f

fonksiyonunun p € M noktasindaki diferensiyeli,

d
@pl, =L

| dxt
oxt p

bigiminde tanimlanir. V f,g € C*(M,R) ve a € R i¢in, f + g € C*(M, R) fonksiyonunun
diferensiyeli df +dg ve af € C* (M, R) fonksiyonun diferensiyeli de a(d f) seklinde olup bu

fonksiyonlarin p € M noktasindaki diferensiyelleri R tizerinde (TpM)* uzayini olusturur.

xt € C*(M,R) koordinat fonksiyonlar1 icin dx' € (TpM)* olacag1 asikardur.

:—; € R oldugundan, V df € (TpM)* diferensiyeli dx* diferensiyellerinin lineer terkibi olur.
P
dx! diferensiyelleri, bagimsiz x* (i = 1,...,n) degiskenlerinin diferensiyelleri oldugundan dx!

ler de lineer bagimsiz olacaktir. O halde {dxi} = {dx1,...,dx"}, (TpM)* uzayinin bir bazi
olur. Dolayisiyla boy((TpM)* ) = n dir.

V X € T,M igin (TpM)"* uzaymnin keyfi df elemanu,
df: (T,M) » R
X —df(X) =X(f)
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seklinde bir lineer déniisiim tayin eder. Bu esitlikte f = x/ ve X = % olarak alinirsa,

dxj(i) = g_xli = 5ij elde edilir. Yani, {dxj} ve {ai} bazlar1 dual bazlar olup {dxj} bazina

dxt x xi
kobaz denir. Bu durumda (TpM)* uzayi, T, M uzaymn duali olur.
Tamim 13: M bir manifold ve T,M, p € M noktasindaki tanjant uzay olsun. T, M vektor

uzayinin dual uzay1 olan (Tp,M)* uzayma M nin p noktasindaki kotanjant uzayi, bu uzaymn
elemanlarina da kotanjant vektor (lineer form) veya kisaca kovektor denir (Salimov ve Magden

2008).

Tamm 14: T,M vektor uzayinin {ai} catisina, (TpM)* uzayinda karsilik gelen {dxj }

Xt

bazina, yani

0 dxt

= = O
sartin1 saglayan {dxj } = {dx?',...,dx"} kobazina p € M noktasindaki kogati ad1 verilir.

Tanmm 15: M manifoldunun her bir noktasina bir kovektor karsilik getiren dontistime

kovektor alani veya 1-form adi verilir.

Tensorler ve Tensor Alanlar:

Tamm 16: M, n-boyutlu bir manifold ve T,M ile (T, M)" sirastyla p € M noktasindaki
tanjant ve kotanjant uzayi olsun. Bu durumda

2
t:T,M X.. X T,M X (T,M)* X...X (T,M)* > R
q

seklinde tanimlanan ve 4, u € R, 37]) €T,M, j=1,...,q vektorve e (TpM)*, i=1,...,p

kovektor degiskenlerinin
- - = — - > —
tAX +uY Xy, %q, 84, 82%,..,8P) = (X ,xz,...,%q, &, 82,...,&P)
+ut(Y %5 ,.00, g, 1,82, EP)

sartin1 saglayan t doniistimiine p. dereceden kontravaryant, q. dereceden kovaryant tensor adi

verilir. (p, q) sirali ikilisine ise tensoriin tipi denir.

Tamm 17: Ayni tipli ¢; Ve t, tensorlerinin toplamu,
- — — — - —
(ty +t) (g, X, 8 EP) = 6 (e, X, €8 EP) (X, X, €8, EP)

seklinde ve keyfi (p, q) tipli t tensorii ile A € R sayisinin ¢arpimi,
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A, evenXg, 4. EP) = At (X, X, €L, EP)
bigiminde tanimlanir.

Tamim 18: M manifoldunda tanimh tiim (p, q) tipli tensorlerin kiimesini qu (M) ile
gosterelim. T(f (M) kiimesi, Tanim 17’de tanimlanan toplama ve skalerle ¢arpma iglemleri ile
beraber bir vektdr uzay1 yapisina sahiptir. Bu vektor uzayina tensér uzayi denir ve T‘f (M) ile

gosterilir.

Tamim 19: Keyfi (p,q) ve (r,s) tipli t; ve t, tensorlerini géz Oniine alalim. Bu

tensorlerin ¢arpimi (p + 1, q + s) tipli t; @ t, tensoridiir. Bu tensoér ¢arpimi
(t1 @ t2) (KXo Xy Xgyrs oo Xgyss &L, EP EPHL, L EPHT)
=t X € ) Ryt Ky T 8T
seklinde tanimlanir.
Tamm 20: M, n-boyutlu bir manifold ve (T,M)" uzay1 da T,M vektdr uzaymin dual
vektor uzay1 olsun. T; (M) , M iizerindeki (p, q) tipli tensorlerin uzayi olmak iizere,
i -1
CH: Ty (M) - T) 7 (M)
A= (ClA)(O1,..., 0p_q,dx?, ..., dx 1Y) = C{AC, 0y, ..., 0pory-.ye, dxt, o, dx97Y))

ve

CiA= z A@py 0y, ..., By, dx™, dx, .., dx9Y)
m

ile tanimlanan operatdre kontraksiyon (daraltma) operatdrii denir. Burada 0,,, 94, ..., 0p_4 ler
T,M de baz ve dx™dx?,...,dx7"" ler ise (T,M)" de kobaz vektorleridir. Boylece

kontraksiyon operatorii (p,q) tipli bir tensorii (p —1,q — 1) tipli bir tensore doniistiiriir

(Sahin 2012).

Tamm 21: ¢, q.mertebeden kovaryant bir tensor olsun. vy, v,,...,v, € T,(M) ve o
permiitasyonu i¢in,

) t(We1)s Vo2)r -+ Va(q) = t(V1, V2, ..., Vg) ise t ye kovaryant simetrik tensdr,

i) t(Wg1), Va2)r -+ Va(q)) = (S8N0) t(V1,Vy,..., ) ise t ye kovaryant anti-simetrik
tensor adi verilir.

Kontravaryant tensorler i¢inde simetrik ve anti-simetrik tensdr tanimi benzer bicimde

yapilabilir (Sahin 2012).
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Tanim 22: (p, q) tipli bir tensor hem kovaryant simetrik hem de kontravaryant simetrik

ise simetrik tensor adini alir (Bishop and Goldberg 1968).

Tamm 23: w = t(xy,%y,..., %4, ¢, &2,...,&P) multilineer fonksiyonu ile M de (p, q)

tipli t tensorii verilsin. 9; € T,M baz ve dx’ € (T,M)* dual kobaz vektorleri igin,

tll...lp — t(a}

. 0
Jj1-Jq

jq’

dxh,...,dx')

PRARRY

izlerine t tensoriiniin {0;} bazindaki koordinatlar1 denir. Eger t;ll"';p = tjlll'";p (x) fonksiyonlar1
g g
C® smifindan ise t tensor alanina C* sinifindandir denir.

Tamm 24: M, diferensiyellenebilir bir manifold olmak iizere manifoldun her m € M

noktasina T; (M) tensor uzayindan (p, q) tipli bir tensor karsilik getiren
t:M - T, (M)
m— tg(m) € Tf(M)
doniisiimiine (p, q) tipli tensor alani adi verilir (Bishop and Goldberg 1968).
Bu tamimdan hareketle,
e p=1,q=0iken (1,0) tipli tensor alan1 olan vektor alani,
e p=0,q =1iken (0, 1) tipli tensor alan1 olan kovektor alan1 (1-form) elde edilir.

e p=0,q =0ikenV m € M noktasina skaler bir deger karsilik gelir. Yani (0, 0) tipli

tensOr alani reel degerli bir fonksiyondur.

Dolayistyla vektdr alanlarin kiimesi 35 (M), kovektor alanlarmin kiimesi 39 (M) ve reel
degerli fonksiyonlarin kiimesi ise $9(M) seklinde gosterilir.

Eger U ¢ M bolgesinde f fonksiyonu C* simifindan ise V- m € U i¢in dfj,, € ng(M)
olur. Boylece f fonksiyonunun diferensiyeli olan df operatorii (0,1) tipli bir tensor alanidir.

M, C* sinifindan bir manifold olmak iizere bu manifold iizerindeki tiim (p,q) tipli

tensor alanlarmin kiimesi T; (M), R iizerinde bir vektor uzayidir. Tensor alanlarinin toplama,

S(M)= ) b (M)

p.q=0
seklinde gosterilir. Eger ti¢lincii bir islem olarak tensorel ¢carpim islemi (&) de dahil edilir ise

qu (M), R tizerinde bir cebir olur. Tensoérel ¢arpim islemi noktasal olarak
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§®12:=(t) ®(t) . VmeMveVtteS(M)

/'m 2/m

bi¢iminde tanimlanir.

Tensor Diferensiyellemesi

Tamm 25: Vs, teJ(M) ve Vab€eR igin asagidaki sartlari saglayan
D:J3(M) — I(M) doniisiimiine J (M) cebirinin tensor diferensiyellemesi islemi denir (O’ Neill

1983).
i) D(at + bs) = aD(t) + bD(s),
i) D (Sh(M)) < (),
i) D(t®s)=D(t) ®s+t&® D(s),
iv) D(Ct) = C(Db).

Burada C kontraksiyon operatoriidiir.

Lie Parantezi ve Lie Tiirevi

Tanim 26: M, C* sinifindan bir manifold; M manifoldunun bir U ag¢ik kiimesi {izerinde

X, Y € 35(M) ve f € C*(U, R) olmak iizere,
(Xf) = X'0,f ve (Yf) =Y/o;f 3)
iken
X(Yf) = X(YI§;f) = X'(0,Y)9;f + Y/} ),
Y(Xf) = Y(X'0;f) = Y/ (9;X'0;f + X'0}f)
olur. Bu ifadeler kullanilarak
X(Yf)-Y(Xf) = (X'9;Y —Y'0,X)) 0;f
seklinde yeni bir vektor alani elde edilir.
XY —-YX=[XY]
ile tanimlanan bu vektor alaninin d; dogal ¢atisina gore ifadesi
[X,Y] = XY —YX = (X'0;Y/ —Y'9,;X)) 0; (4)

bi¢imindedir.

21



Tanmim 27: (4) esitligi ile tanimlanan [X, Y] vektor alanina X ile Y vektor alanlarinin Lie
parantezi denir. (3) esitliginde (Xf), f fonksiyonun X vektor alan1 yoniindeki tiirevini ifade

etmektedir (Salimov ve Magden 2008).
(4) esitliginde, 9; = 50, ve 0; = 6]-" 0, vektor alanlart kullanilirsa
[0;,0;] =0
oldugu goriiliir.

Lie parantezi asagida verilen ozelliklere sahiptir (Salimov ve Magden 2008; Sahin

2012).

) [X,Y +Z] = [X,Y] + [X,Z] (Lineerlik)
i) [X, fY] = (XP)Y + FIX, Y] (Leibniz sartr)

iii) [X,Y] = —[Y, X] (Antisimetriklik)
iv) [X,[Y,Z]] + [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0 (Jacobi Ozdesligi)

Tamm 28: V X,Y € IJ3(M) ve V f € IJ(M) olmak iizere, D = Ly seklinde gosterilen

diferensiyelleme islemi,
) Lxf = Xf
i) LyY = [X,Y]

sartlarini saglarsa Ly e X vektor alan1 yoniindeki Lie diferensiyellemesi denir (Kobayashi and

Nomizu 1963).
(4) esitligine gore, LyY vektor alaninin lokal koordinatlardaki ifadesi,
LyY' = X*9,Y' — ko, X!

seklindedir. Lie diferensiyellemesi sonucu bulunan degere ise Lie tiirevi ad1 verilir (Salimov ve

Magden 2008).

Keyfi (p, q) tipli t tensoriiniin Lie tiirevi,
q
elp  vka . i1-ip Cgky gl P 7
Lt jg = X706t g +2(611X Iy g Z(akx RATA
=1

seklindedir (Salimov ve Magden 2008).
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Afin (Lineer) Konneksiyon ve Kovaryant Tiirev
Tamm 29: M, C* sinifindan n-boyutlu bir manifold ve M tizerindeki vektor alanlarinin

kiimesi 33 (M) olmak iizere, V X,Y,Z € S5(M) ve V f, g € C*(M,R) igin
V:S5(M) x Sp(M) — Sg(M)
(X,Y) » V(X,Y) = V¥
islemi,
i) VixsgrZ = fV5Z + gVyZ
N Vy(Y+2)=VyY +V,Z
i) Vy (fY) = (XY + fVxY

sartlarin1 sagliyorsa V doniisiimiine afin veya lineer konneksiyon; (M,V) ciftine ise afin

konneksiyonlu uzay adi verilir (Hicks 1971; O’ Neill 1983).

Tanim 30: V, C* smifindan M manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon olmak {izere,

VX, Y €S5(M),VteIHM) VeV f,g € C*(M,R) igin,
D =Vyx:3(M) - 3(M)
diferensiyelleme islemi,
) Vixsgrt = fVxt + gVyt
i) Vyf = Xf

sartlarin1 sagliyorsa, Vy e X vektor alan1 yoniindeki kovaryant tiirev adi verilir (Salimov ve

Magden 2008).
Tamm 31: V, M manifoldu {izerinde bir afin konneksiyon ve (U, ¢), M manifoldunun
(x') lokal koordinatlarma sahip bir haritas1 olsun. % = 0d; dogal vektor alani olmak tizere,

Vs, = V; gosterimini gz 6niine alalim. V; kovaryant tiirevi, d; vektor alanina uygulanirsa

Vlaj = Fi]fak
olacak sekilde yeni bir vektor alani elde edilir. Burada Filj( = Filj‘ (x), U koordinat komsulugunda
tayin edilmis olan C® sinifindan fonksiyonlardir. Filj‘ fonksiyonlarma V konneksiyonun

katsayilar1 veya 2. tiir Christoffel sembolleri denir.

Ik olarak bir vektér alaminin kovaryant tiirevi koordinatlarla yazalim. X = X'9; ve

Y = Y70, olmak iizere,
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VxY = Vi, (Y/0)) = X'V,,(Y/0))
= X'((8;Y))0; + Y'T{0,)
= X'(0,Y* + T£Y))o,
olmak iizere X = X'0; = 6'0; = 0 (yani X' = &) olarak almnirsa,
(Vo Y)*0, = 8L(0;Y* + Ti{Y7)oy
(VsY)k = o,Yk + TKY/ ()

elde edilir. Bu ise Y vektor alaninin kovaryant tiirevinin koordinatlarla ifadesidir.

Ikinci olarak bir kovektdr alanimin kovaryant tiirevini koordinatlarla yazalim. w € 39
ve X,Y € 3} icin,
w(¥) = Ci(w ®Y) = Vx(w(¥)) = Vx[Ci(w ® V)]
= (1 [Vx(w Q@ Y)]
= (Vxw) @Y +w @ (VxV)]
= (Vxw)Y + w(VxY)
olmak iizere,
(Vxw)Y = Vx(w(Y)) — w(VxY)
= X(w(¥)) —w(VxY)
olup X = 0; ve Y = 9; yazilirsa
(Viw)(aj) = ai(W(aj)) - W(Viaj)
= 0w — W(Filj(ak)
olmak iizere
Vin = ale - Filj<Wk (6)

elde edilir.

Son olarak keyfi (p, q) tipli t tensoriiniin lokal koordinatlarda kovaryant tiirevi,

il...lp i1 ip 11...m...1p 11 Ip
Vit. = 0d,t. + |
K%y g Okt;, . Jq km by g klx M g
u=1

=

seklindedir.
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Burulma ve Egrilik Tensorleri

(M, V) afin konneksiyonlu uzayinda f € C*(U,R) fonksiyonun tam diferensiyelinin
df = 0;,fdx" seklinde oldugu ve bir kovektdr (1-form) belirttigi ifade edilmisti. df ye
koordinatlar1 f; = 0;f olan kovektor karsilik gelir. Schwarz teoremine gore f siirekli bir

fonksiyon oldugundan f i¢in ikinci tiirevler siraya bagli olmayip yer degistirebilir. Dolayisiyla,

yazilir. f; nin kovektor olmasindan dolay1 yer degistirme 6zelliginin kovaryant tiirevler i¢in de

gegerli olup olmadig: diistiniilebilir. (6) esitliginden
Vifi = 0jfi — Tjifie Ve Vif; = 0if; — Tiffi
olmak tizere kovaryant tiirevlerin farklar1 alinirsa
Vifi = Vif; = 0ifi = G fi = (0if; — Tisfi0)
= (Fi1§ - Fjli{)fk = ilj'fk (7)
bulunur (Suhubi 2008; Altunbas 2014).

Tamm 32: (7) esitligindeki (1,2) tipli T/ = T'f{ — T} tensoriine V konneksiyonun

burulma tensorii ad1 verilir. T; }‘ = —Tﬂk oldugu agiktir.

Burulma tensorii sifir olan uzaylara burulmasiz uzaylar adi verilir. Bu tiir uzaylarda

konneksiyon katsayilari

T f=0oTf-Tf=0

i
olmak tizere simetriktir (Fil]-‘ = F]lf) Bu da V konneksiyonunun simetrik olmasi anlamina gelir.
Burulma tensoriiniin invaryant formdaki yazilisi ise,
TX,Y)=VyY -V, X —[X,Y], VX, YeESIIM)
seklindedir (Kobayashi and Nomizu 1963; Hicks 1971). Dolayisiyla
TX,Y)=0& VyY —VyX = [X,Y]

oldugu goriiliir.

Yukarida burulma tensoriinii elde etmek icin f fonksiyonuna uygulanan islemler keyfi
v = v'0; vektorii icin tatbik edilsin. (5) esitliginden v = v'd; vektoriiniin kovaryant tiirevi
Vvl = dgvt + I v* seklinde olup (1,1) tipli V4v! kovaryant tiirevinin tekrar kovaryant tiirevi

alinirsa
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V. Vvt =0,V vt + I, Voo™ — TV, v
= 0,(d,v¢ + [Lv*) + Tl (0,v™ + TRvk) — IRV, v
= aﬁsvi + (arrsik)vk + Fsik(arvk) + l—‘rimasvm + l—‘riml-‘srlr:vk - 1—‘rr;lvmvi

= 0Zv' + (0,Th + L Ik + Il (8,v%) + I}, 0,v™ — [0V, v (8)
ve benzer olarak
V Vvl = a2 vt + (0, + TL TYvk + Tl (0,v%) + i, 0, v™ — TRV, v (9)
bulunur. (8) esitliginden (9) esitliginin ¢ikarilmasiyla
V.Vl — VV,v! = (0, — a,I} + [L I™ — [i IMypk — (MRV,, v — T2V, v))
olmak tizere
(10)

VipVgv' = Rg vk — T,5V, v
elde edilir. Bu esitlige v vektor alani igin Ricci 6zdesligi denir. Burada
Ry = 0,Tgk — 05Ty + DTk — Dok (11)
seklindedir (Suhubi 2008; Altunbas 2014).
Tamm 33: (10) da elde edilen R’ tensoriine V konneksiyonunun egrilik tensorii denir
V X,Y,Z € 35(M) igin egrilik tensoriiniin invaryant yazilimu
R(X,Y,Z) = [Vx, W]Z = Vixy)Z

== VXVYZ - VYVXZ - V[X,Y]Z (12)

seklindedir (Kobayashi and Nomizu 1963).

(11) esitliginden
R(X,Y,Z) = —R(Y, X, Z)

oldugu goriiliir. Bu esitligi koordinatlarla

S — S
Rijk> = —Rjix

veya
Rije =0

seklinde yazabiliriz. Yani, egrilik tensorii alttaki ilk iki indise gore antisimetriktir.
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Teorem 2: M, C* sinifindan bir manifold ve V, bu manifold iizerinde simetrik bir afin
konneksiyon olsun. (M, V) burulmasiz uzayinda konneksiyonun R egrilik tensorii asagidaki

ozelliklere sahiptir.
) Riji® + Rigi® + Ry =0 (1. Bianchi 6zdesligi)
i) VIR;j* + ViRy® + ViR ” = (2. Bianchi 6zdesligi)
2. Bianchi 6zdesligi, Bianchi-Padov 6zdesligi olarak da bilinir.

Riemann Manifoldu
Tamm 34: C* sinifindan bir M manifoldu tizerinde tanimli,
g:36(M) x 35(M) - C*(M, R)
g bilineer formu (veya (0,2) tipli tensoril) V X, Y € 35(M) igin,
gX,Y)=g9({,X) (simetriklik)
iNgX,X)=20vegX,X) =0 X = 0 (pozitif tanimlilik)

sartlarin1 saglarsa g ye Riemann metrigi veya metrik tensor adi verilir. (M, g) ikilisine ise

Riemann manifoldu denir (Yano and Kon 1984).

Eger g nin pozitif tanimli olmasi sart1 “V Y € 35(M) i¢in g(X,Y) = 0 olmasi X = 0
olmasim gerektirir” seklinde ifade edilen regiilerlik (dejenere olmama, non-dejenere) sart1 ile
degistirilirse g ye yari-Riemann (pseudo-Riemann) metrigi, (M, g) ikilisine ise yari-Riemann

(pseudo-Riemann) manifoldu denir (Kiihnel 2005).
X = X'0; ve Y = Y70, olmak iizere g metrik tensdrii koordinatlarla
gX,Y) = g(X'0;,Y'9;) = g;; X'y
olarak yazilir. Burada g;; = g(ai, 6]-) seklinde olup {dx'}, {9;} nin dual baz1 oldugundan metrik
tensor g = g;; dx' ® dx’ olarak ifade edilebilir. Ayrica regiilerlik sart: koordinatlarla
gx, ) =g(X'0,,Y/9;) = g;;X'Y/ =0
seklinde ifade edilir. Sart her Y7 i¢in saglanacagindan g;;X* = 0 dir. Bu denklem sisteminin
X! = 0 ¢dziimiine sahip olmasi igin
Det(g;j) # 0

olmalidir. Burada (g;;), g;; tensoriine karsilik gelen matrisi gostermektedir.
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Manifold {izerinde Riemann metriginin tanimli1 olmasi bir vektor alaninin uzunlugunu
ve iki vektor alani arasindaki a¢ry1 tanimlamay1 miimkiin kilmaktadir. Ayrica bu metrik tensor
ile manifold tizerinde taniml1 bir tensoriin kovaryant ve kontravaryant bilesenleri arasinda gegis

yapilabilir.
(U, ) haritasindaki { x1,...,x™} lokal koordinatlarina gore, g metriginin kovaryant ve
kontravaryant bilesenleri sirasiyla g(9;, 9;) = g;; ve g(dx', dx’) = g% seklinde olup
gijgj k=6
olur.

Tanim 35: V, (M, g) Riemann manifoldu lizerinde tanimli bir afin konneksiyon olmak

lizere,
Vg =20
ise, V konneksiyonuna metrik konneksiyon adi verilir (Yano and Kon 1984).
Teorem 3: (M, g) Riemann manifoldu iizerinde,
NTX,Y)=VgV —=VyX —[X,Y] =0
iyvg=20
sartlarini saglayan bir ve yalniz bir afin konneksiyon vardir (Yano and Kon 1984).

Tamm 36: Teorem 3’te ifade edilen burulmasiz metrik konneksiyona Levi-Civita veya

Riemann konneksiyonu ad1 verilir (Yano and Kon 1984).

Teorem 4: (M, g) Riemann manifolduveV X,Y,Z € 3(M) olmak iizere, Levi-Civita

konneksiyonu olan V i¢in Koszul formiilii ad1 verilen
29(VxY,Z2) = Xg(Y,Z) +Yg(Z,X) —=Zg(X,Y) —g(X, [V, Z]) + g(V,[Z,X]) + g(Z,[X,Y])

denklemi gegerlidir. Bu denklemde X = 0;, Y = 9;, Z = 0, alinirsa

29(V5,0;,0) = 0;9(9;,0x) + 9,9 (01, 0;) — 0,9 (01, 9;) — g(0:, [0}, 0x]) + 9(9, [0, 0:])
+ 9(0k, [0:, ;)
= 29T 05, 0x) = 0:9jxc + 0;9ki — Ok Yij

= Zri?ghk =019k + 0;9ki — O Yij
1
= Fi? = Eghk(aigjk + 0;9ki — 0k 9ij)

elde edilir. Bulunan Filjl fonksiyonlarina Levi-Civita konneksiyonunun katsayilar1 denir.
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Tamm 37: V, (M, g) Riemann manifoldu lizerindeki Levi-Civita konneksiyonu olsun.

Vv X,Y,Z € 35(M) igin
R(X, Y,Z) = vayz - Vyvxz - V[X,Y]Z

olarak tanimlanan (1,3) tipli R tensoriine, Levi-Civita konneksiyonunun Riemann egrilik

tensOru adi verilir.

Tamm 38: Bir (M, g) Riemann manifoldunun Riemann egrilik tensorii (R) sifir ise M

ye flat (diiz) manifold denir (Wilkins 2005).

Herhangi bir afin konneksiyonun egrilik tensoriiniin aksine, (1,3) tipli Riemann egrilik

tensorilinlin kontravaryant indisi indirilerek (0,4) tipli kovaryant tensor elde edilebilir. Yani,
Riji" gmi = Riji
olur.
Teorem 5: (0,4) tipli Riemann egrilik tensorii R asagidaki 6zelliklere sahiptir.
i) Rijkl = _Rjikh
i) Rijkl = _Rijlk7
iii) Rijkl = Rklij’
IV) Riji1 + Rjki + Ryiji = 0,
V) VisRijjk = 0.
Teorem 5°te R;j; = —Ryjy esitligi
Riji" Gmi + Riji" Gmi = 0
olarak yazilip esitligin her iki tarafi g'* ile kontraksiyon yapilirsa
Rijkm(S,’ﬁl + RiﬂmS}n =0
olmak tizere
R =0
ozelligi elde edilir.

Tamm 39: (1,3) tipli Rijkl egrilik tensoriine kontraksiyon uygulanarak elde edilen

(0,2) tipli

CL(Rij") = Ryjil = Ry
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tensoriine Ricci (egrilik) tensorii denir (Kiithnel 2005). Ayrica Ricci tensorii simetriktir
(Rjx = Ry;)-
Tamm 40: Bir (M, g) Riemann manifoldunun (0,2) tipli Ricci egrilik tensori R,
VR=0
sartin1 saglarsa, (M, g) Riemann manifoldu lokal Ricci simetrik olur.

Tamim 41: Ricci tensoriiniin tam kontraksiyonu sonucu elde edilen tensore, skaler

egrilik denir ve 7 ile gdsterilir. Buna gore,
T= g]kR]k
seklindedir.

Riemann Manifoldu Uzerinde Baz1 Vektor Alanlar
Tanmm 42: V, M iizerinde bir afin konneksiyon olmak iizere V X, Y € I} (M) icin
(LyV(X,Y)=0(X)Y +0(Y)X

olacak sekilde bir 8 1-formu varsa V vektor alanina projektif vektor alan1 veya infinitesimal
projektif doniisiim denir. Bu durumda 8, V nin baglantili 1-formu olarak adlandirilir. Bu durum

lokal olarak
LyT) = 6,6 + 6;6]

bigiminde ifade edilir. Ayrica 8 = 0 ise V vektor alani, infinitesimal afin doniisiim olarak

adlandirtlir (Yamauchi 1998).
Tamm 43: (M, g) bir Riemann manifoldu ve V € I} (M) olmak iizere
LVg = O
ise V vektor alanina Killing vektor alani veya infinitesimal izometri denir. Bu sart koordinatlarla
(Ly9)ij =V%,9:; + (0:V ) ga; + (0,V*)gia
= V.4 + (ViV9 gy + (V;iV*) Gia
=0
olarak ifade edilir (Yamauchi 1994).

Tamm 44: (M, g) bir Riemann manifoldu ve V € I3 (M) olmak iizere

Lvgap = (VaV)gep + (VpV ) gea = 2090p
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olacak sekilde bir Q skaler fonksiyonu varsa V vektor alanina konformal vektor alani veya

infinitesimal konformal doniisiim denir.
Ozel olarak,
e (O = 0iseV vektor alan1 metrigi koruyan bir Killing vektor alant,

e () sabitse V vektor alam1 metrigi diizgiin bir sekilde 6lgeklendiren homotetik bir

dontigiim olusturur (Yamauchi and Hasegawa 2002).

0

Tamim 45: Bir (M, g) Riemann manifoldu iizerinde lokal olarak ¢ = ¢™ P seklinde

temsil edilen ¢ vektor alani, asagidaki kosul altinda bir ¢ (Ric) vektor alani olarak tanimlanir:
V(@) = yRic.
Burada y sifirdan farkli bir skaler fonksiyon; V, g nin Riemann konneksiyonu; Ric, (M, g) nin
Ricci tensorii ve g(¢, &) = @& seklindedir. Denklem lokal olarak su sekilde ifade edilir:
Vj(pl. = YR;j.

Burada ¢; = gim®™ Ve R, Ricci tensoriinii gostermektedir (Hinterleitner and Kiosak 2008).

j»
Tanim 46: (M, g) Riemann manifoldu iizerinde herhangi bir Z vektor alani i¢in

v,V =aZ

sartin1 saglayan V' vektor alanina concurrent (es zamanli) vektor alant denir. Burada V, M
tizerinde Levi-Civita konneksiyonu; « ise diizgiin bir fonksiyonu gostermektedir (Brickell and
Yano 1974).

Tamm 47: (M, g) Riemann manifolduna ait olan bir V vektor alaninin kovaryant tiirevi
v,V =0, VZe 35M)

kosulunu sagliyor ise, V vektor alanina paralel vektor alani denir.

Riemann Manifoldu Uzerinde Baz1 Soliton Yapilar

Tamm 48 (Ricci Soliton): Bir (M, g) Riemann manifoldu tizerindeki diizgiin bir V

vektor alani,

1
ELV‘g + Ric = Ag (13)

sartin1 sagliyorsa (M, g) Riemann manifoldu Ricci soliton olarak adlandirilir ve (M, g,V, 1)
seklinde gosterilir. Burada L, g, Riemann metrigi g nin V ye gore Lie tiirevi; Ric, (M, g) nin

Ricci tensorii ve A bir sabittir. V vektor alanina Ricci solitonunun potansiyel vektor alani denir.
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Bir (M, g,V, 1) Ricci solitonu 4 >0, 1 =0 veya A < 0 olmasina bagl olarak biiziilen, sabit

veya genisleyen olarak adlandirilir.

Tamm 49 (Genellestirilmis Ricci-Yamabe Soliton): Boyutu n > 2 olan bir (M, g)

Riemann manifoldu tizerindeki diizgiin bir V vektor alaninin
Lyg + 2aRic = (21— B1r)g + 2pV* Q v* (14)

sartin1 sagliyorsa bir genellestirilmis Ricci-Yamabe soliton tanimladigir sdylenir. Burada
Aa,B,p € R veV# V vektor alaninin dualidir. Bu kavram, soliton benzeri denklemlerin genis

bir sinifin1 kapsayan bir genelleme saglar.

Tamm 50 (Riemann Soliton): (M, g) Riemann manifoldu tizerindeki diizgiin bir X

vektor alaninin, asagidaki sart1 sagliyorsa bir Riemann soliton tanimladigi séylenir:
. 1
Riem +§g ALyg = 1G.

Burada Ly, X vektor alan1 boyunca Lie tiirevi; A bir sabit ve Riem, g nin Riemann
egrilik tensoriidiir. Boyle bir X vektor alanina soliton potansiyeli denir. Ayrica, Riemann egrilik

tensorit Riem = Ryji ve G = Gijigy = g AN g = Judjk — Jiedji seklindedir.
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MATERYAL VE YONTEM

Tanjant Demet

Tamm 51: M, C® smifindan n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve

M manifoldunun bir p noktasindaki tanjant uzay:1 T, M olmak iizere,
™ = U(TpM)
PEM

seklinde tanimlanan TM kiimesine, M manifoldu iizerindeki tanjant demet denir.
TM tanjant demetin p € T,,M olacak sekilde herhangi bir p noktasi igin

m:TM - M

olacak sekilde tanjant demet, dogal bir izdlislim haritasi ile donatilmistir. Bu harita her p € TM
elemanm bulundugu nokta ile iliskilendirir. 7~ 1(p) =p € T,M kiimesine ise M baz

manifoldunun p noktasindaki fibresi ad1 verilir (Yano and Ishihara 1973).

(x"), U koordinat komsulugundaki lokal koordinatlar olmak iizere; M baz manifoldu
{U; x"} koordinat komsuluklar sistemiyle drtiilmiis olsun. m~*(U) € TM agcik kiimesi icin
Y:1 Y (U) cTM - U x R" doniisiimii diferensiyellenebilir bir homeomorfizm olur. Burada
R™, R {izerindeki n-boyutlu vektor uzayidir.

p € T,M noktasi, (p,v) swral cifti ile gosterilir. v € R™ vektoriiniin bilesenleri,
{ah = %} dogal bazina gore T,M tanjant uzayindaki P noktasinin oM = (xﬁ),
(h=n+1,..., 2n) kartezyen koordinatlari ile verilir. Yani v € R" vektorii,

v =y"d; = x"0;
seklinde yazilabilir.

U koordinat komsulugundaki p = m(p) noktasinin koordinatlar1 (x"), (h = 1,...,n) ile
gosterilir ve (x", y") + p iliskisi dikkate alimirsa w~*(U) < TM acik kiimesinde (x", y") lokal
koordinatlar sistemi elde edilir. Burada (x",y™") = (x",x") sistemine, (x") lokal
koordinatlarindan indirgenmis (elde edilmis) koordinatlar (veya m~1(U) daki indirgenmis

koordinatlar) denir.

Dolayistyla tanjant demet
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T™ = {(p,v):pEM,v E T,M}
seklinde gosterilebilir. Izdiisiim haritasi da m: TM — M, m: (p, v) — p olarak verilir.

M manifoldu iizerindeki C* smifindan (7, s) tipli tim tensor alanlarinin kiimesi 3% (M)
ve M deki tiim tensor alanlarinin kiimesi de I(M) = Y7o I5 (M) olarak gosterilsin. Benzer
olarak TM tanjant demetindeki (r, s) tipli tiim tensor alanlarinin kiimesi 3% (TM) ve TM deki
tiim tensor alanlarinin kiimesi de J(TM) ile gosterilecektir (Yano and Ishihara 1973).
Fonksiyonun Dikey (Vertikal) Lifti

Tamm 52: f, M de bir fonksiyon olsun. f: M — Rve m: TM — M olmak iizere,

f=fom Vf:TM - R
seklinde tanimlanan fonksiyona f fonksiyonunun dikey lifti denir.
p € m~1(U) noktasinin indirgenmis koordinatlar1 p = (x%,y%) = (x%, x%) olmak iizere,
@) = "fy)=forn@ =f®) = f(x)

olacagindan " f(p) degeri her bir fibre boyunca sabittir ve p = m(§) € M noktasindaki f(p)
degerine esittir (Yano and Ishihara 1973).

Tanjant demette farkli bir sekilde de fonksiyon tanimlanabilir. w € 39 (M) olmak iizere,
1 operatori kullanilarak TM tanjant demette tw fonksiyonu yazilsin. M nin bir U koordinat
komsulugunda w lokal olarak w = w;dx’ seklinde ifade edilebildigine gore, m~*(U) € TM

deki indirgenmis koordinatlara gére 1w € J9(T(M)) fonksiyonu,
w = wsy*

olarak yazilir. Boylece f, M de bir fonksiyon ise df € I9(M) olmak iizere, 1(df) fonksiyonu

n~1(U) € TM deki indirgenmis koordinatlara gore,
wdf) = sy’
seklinde ifade edilir (Yano and Ishihara 1973).
Vektor Alaninin Dikey (Vertikal) Lifti
Tamm 53 (Dikey Vektor Alam): X € I3(TM) ve V f € I3(M) icin X Vf =0 ise
X e dikey vektor alam denir. X vektor alanimin indirgenmis koordinatlara gére bilesenleri (;;)
olmak tizere, bilesenler

XVfF=0
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olarak bulunur. Yani, X = (;i) = ()?l) seklindedir.

Tamm 54 (Vektor Alammin Dikey Lifti): X € 33(M) ve w € J?(M) olmak iizere TM
tanjant demette,

"X(w) = Y(0X))
seklinde tamimlanan VX vektor alanina, X vektor alanimin dikey lifti denir. VX vektor alanmin
indirgenmis koordinatlara gore bilesenleri,
"X(w) = V(X))

= VX/9,(w) = "(w;X))

= VX0, (wsy®) + "X0;(wsy®) = wiX

= "X ((0jws)y® + ws(9y°)) + "X ((0505)y° + ws(9;y°)) = w; X’

=>VXi=0 VX=X

olmak tuzere

Vy — —
x= ( vXJ> = () (15)
seklindedir (Yano and Ishihara 1973).

Tensor Alanlarimin Dikey Lifti
M manifoldu tizerindeki keyfi P, Q, R € J(M) tensor alanlarinin dikey lifti,
"PRQ="PR"Q, VY(P+R)="P+ 'R

sartlarini saglayacak sekilde tanimlanir (Yano and Ishihara 1973).

Y Operatorii
SE SZ +1 (M) tensor alani koordinatlarla,

g o g iy 0 2.0 d

R dx! ® dx/r...® dx’a

olarak verilsin. 7=1(U) da (x", y") indirgenmis koordinatlarina gére y operatorii,
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0 0

o le ladp i i
xS = (X Sljl...jq dyh R...&Q (')yip R dxIt...Q dx’a
ve
s=oisiiny 2 g @ @ddh.@di
Yo =Wy j, dylr <77 gyle

seklinde tanimlanir. Burada yxS ve y S, TM tanjant demette birer tensor alanidir. Eger

S € I3(M) = yxS = yS = 0 olarak kabul edilir (Yano and Ishihara 1973).

Fonksiyonun Tam (Complete) Lifti
Tamm 55: M manifoldu iizerinde f: M — R fonksiyonu verilsin. TM tanjant demette,
°f =udf)

ile tanimlanan ©f fonksiyonuna f fonksiyonunun tam lifti denir. ¢f fonksiyonu indirgenmis

koordinatlara gore lokal olarak

°f = 1(df) = y°(0sf) = Of

seklinde ifade edilir (Yano and Ishihara 1973).

Vektor Alaninin Tam (Complete) Lifti
Tamm 56: X € I3 (M) ve f € I(M) fonksiyonu igin TM tanjant demette,
X °f =¢(Xf)

olarak tanimlanan X € S3(TM) vektér alanma, X vektor alanimn tam lifti denir. ©X vektor

alanmn 71 (U) komsulugunda indirgenmis koordinatlara gére bilesenleri,

Cx = (CX‘) :< Xt )
‘xt) \yo.X'
seklindedir (Yano and Ishihara 1973).
Tensor Alanlarmin Tam Lifti
M manifoldu tizerindeki keyfi P, Q, R € J(M) tensor alanlarinin tam lifti,
‘PRQ=PR "Q+"P®Q, C(P+R)= P+ °R

sartlarin1 saglayacak sekilde tanimlanir (Yano and Ishihara 1973).

(0,2) Tipli Tensor Alanlarimin Tam Lifti

M manifoldu iizerindeki G € I(M) tensdr alanmin tam lifti,
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°G = “(Gidx' @ dx’)

=C(Gyy) V(dx! ® dxl) + V(Gy)) C(dx' @ dx))

= C(Gij)( Vdx' ® Vdx’) + V(Gij) (“dx' @ Vdx/ + Vdx' @ Cdx))

= (y505G;;) dx' @ dx’ + Gi; (dx' @ dx’/ + dx' @ dx”)

= (y505G;;) dx' @ dx’ + (G;) dx' @ dx’ + (G;;) dx' @ dx’
bilesenlerine sahiptir. Yani,

S
c. (¥ 0sGi; Gy
¢= < G 0 > (16)

seklindedir (Yano and Ishihara 1973).

Teorem 6: M manifoldunda ds* = g;;dxdx’ seklinde verilen g Riemann metriginin

TM tanjant demette g tam lifti,
g = 2g;;6y'dx/

seklindedir. Burada §y! = dy! + {l‘k} dxly* ve {llk}, gy, nin Christoffel sembolleridir.

Ispat : (16) esitliginde bilesenleri verilen (0,2) tipli G tensor alaninin tam liftinden

hareketle g € I9(M) Riemann metriginin TM tanjant demette ¢g tam lifti,
€g = (y°0,9;))dxidx) + gijdxidy’ + g;jdyidx’
= (y5059;;)dx'dx’ + 2g;;dy‘dx’

h

seklinde olup bu esitlikte d,9;; = {s ;

} gnj + { shj} Jin oldugu kullanilirsa,

%0 =y Yaus +{] }gmrdxian + 29dytax
= 29 {lis} dxtySdx’) + 2g;;dy‘dx’
= 2g;(dy' + ;' Jdx'y*yax!
= 2g;;6y'dx’
elde edilir (Yano and Ishihara 1973).

Fonksiyonun Yatay (Horizantal) Lifti

Tamm 57: V, M de bir afin konneksiyon olmak iizere, f € I3(M) fonksiyonunun

gradyan1 Vf seklinde yazilabilir. Ayrica tanimlanan y operatorii Vf gradyanina uygulanirsa,
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Wf=v(Vf) =y>0osf
olur. f € IJ(M) fonksiyonu i¢cin TM tanjant demette,
f = °f-0f

seklinde tamimlanan £ fonksiyonuna, £ in yatay lifti denir (Yano and Ishihara 1973). Ayrica

Cf = y%a,f olup f fonksiyonunun yatay lifti,
bulunur.

Vektor Alanin Yatay (Horizantal) Lifti

Tanim 58: V, M de bir afin konneksiyon olmak iizere X € I3 (M) igin,

ix= ‘X-vXx

ile tammlanan Hy vektor alanina, X vektor alaninin yatay lifti denir. Ayrica V, X = y(VX) dir.
X vektdr alaninin ve V afin konneksiyonun M deki lokal koordinatlari sirastyla X ve Fiﬁ1 olmak

lizere, TM tanjant demette Cy ve V. X,

c X" 0
X = ysasxh ’ V]/X = )/(VX) = ySsth)
lokal bilesenlerine sahiptir. V.X" = 9,X™ + [1X¢ olmak tizere X in bilesenleri,
Xh
Hy _
= (Lyorxe) an)
seklinde bulunur (Yano and Ishihara 1973).

Adapte Olmus Cati

Adapte olmus ¢ati, TM tanjant demette tensorlerle ilgili islemlerin daha kullanigh bir
sekilde yapilmasima imkan veren bir yapidir. (M, V) manifoldunun her bir {U; x"} koordinat

komsulugunda

0 4] _
X(i)zﬁ' (X(l-)=5ihm> (l=1,...,n)
olarak alinirsa (15) ve (17) esitliklerinden sirasiyla
H 6h H h H h
X = srh xm | = X = 6'0n — y°T 05 = "X = 0, — y°T 05
-y l—‘sm6i

ve
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0
X = (51,1) = "Xy = 0.0, + 6007 = "Xuy=0;

olacak sekilde 2n-boyutlu vektor alanlar1 elde edilir. Bu vektor alanlar lineer bagimsiz olup
sirastyla V nin yatay dagilimii ve TM nin dikey dagilimin1 meydana getirir.{ Hy (i) VX(i)}

kiimesine, V konneksiyonuna “adapte olmus cat1” denir.

{Ei = "X
ET = VX(i)

olarak alindiginda adapte olmus ¢at1 {E;} = {E;, E;} seklinde yazilir.

(x™) lokal koordinatlari ile verilen X € 33 (M) vektdr alanmin yatay( Hx ), dikey ( VX )

ve tam ( ¢ ) liftleri adapte olmus catiya gore,
Xh
Hy _
= (Lyram)
X!
= Hy = . g
—X ly Srshm 6Lm

h
= Hx =Xi< o )
—y°T§

E;

= fx = X'E,

Xi
:HX:(O)

ve

= (2)

0
|4 e .
= X = <XL61h>

olmak tizere,

Xh
Cy _
X= <y565Xh>

Loy X
~ra(xisn)
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c . (0
= X=X —ysrh +y5VSX‘<5h)

S1 \_,,_/L

E; E7

= ‘X = X'E; + ySVX'E;

cy _( X )
= X_(ySVSXl

olarak elde edilir (Yano and Ishihara 1973).

Lemma 1: {E;} adapte olmus catida X vektor alaninin X yatay lifti, VX dikey lifti ve
€X tam lifti sirastyla su sekilde ifade edilir:

Hy = X'E;,
Vy = X'E;, (18)
Cxy = X'E; + y’V X'E,.

Lemma 2: Lie parantezi, TM de adapte olmus ¢atiya gore asagidaki 6zellikleri saglar:

|E;, Bl =0,
|E), E| = T} Eq,
|Ej, Ei] = yPR; 3 E5.

Burada, R;;,*, M nin egrilik tensériiniin bilesenlerini gésterir (Yano and Ishihara 1973).

Ricci Quarter-Simetrik Metrik Konneksiyon

Tamm 59: V, C* siifindan bir M manifoldu iizerinde tanimli afin (lineer) konneksiyon

olsun. v X,Y € 33(M) olmak iizere,
T(X,Y) =VyY -V, X — [X,Y]
olarak tanimlanan V konneksiyonunun T burulma tensorii,
T=0
ise V ya simetrik konneksiyon;
T+0
ise, V ya simetrik olmayan konneksiyon ad1 verilir (Hicks 1971).
Tamm 60: V , (M, g) Riemann manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon olmak iizere,
Vg =20
ise, V konneksiyonuna metrik konneksiyon;
Vg#0

ise, V konneksiyonuna metrik olmayan konneksiyon adi verilir (Yano and Kon 1984).
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Tamm 61: V, C* smifindan (M, g) Riemann manifoldu iizerinde bir afin konneksiyon

veV X,Y € 3§5(M) olmak iizere, V konneksiyonunun T burulma tensérii,
T(X,Y) = u(¥)X — u(X)Y

seklinde ise, V ya semi-simetrik konneksiyon denir (Friedman and Schouten 1924; Pak 1969).

Burada, p € J3(M) olmak iizere u,

u(X) = gX,p)

seklinde tanimlanan 1-formdur.

Tamm 62; V, C* sinifindan (M, g) Riemann manifoldu tizerinde bir afin konneksiyon

VeV X,Y € I5(M) olmak iizere, V konneksiyonunun T burulma tensorii,
T(X,Y) = u(Y)(¢X) —u(X)(¢Y)

seklinde ise, V ya quarter-simetrik konneksiyon denir (Golab 1975). Burada,

p € I5(M) olmak iizere u,
u(X) =g9(X,p)

seklinde tanimlanan 1-form ve ¢ € S%(M) dir. Eger ¢ = id olarak alinirsa quarter-simetrik
konneksiyon, semi-simetrik konneksiyona doniisiir. Bu nedenle quarter-simetrik konneksiyon

kavrami, semi-simetrik konneksiyon fikrinin genellestirilmis hali olarak goriilebilir.
Ayrica ¢ tensori
9(@X,Y) = R(X,Y)

seklinde tanimlanan (1,1) tipli bir Ricci tensérii olarak alinirsa V quarter-simetrik konneksiyona

Ricci quarter-simetrik konneksiyon ad1 verilir.
Tamim 63: Tanim 62°de verilen ¥ konneksiyonu,
TX,Y) = u(¥)(¢X) — u(X)(¢Y)
sartina ek olarak
Vg=0
ozelligine de sahipse, V konneksiyonuna Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyon adi verilir
(Kamilya and De 1995).
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Fibre Preserving (Fibre Koruyucu) Vektor Alam

Tamm 64: V, {Eﬁ} adapte olmus catiya gore (vh, vﬁ) bilesenlerine sahip TM iizerinde

bir vektdr alani olsun. Eger v" bileseni yalnizca (x") degiskenine bagli ise V vektor alani fibre-

preserving (fibre-koruyucu) vektor alani olarak adlandirilir.
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ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Tanjant Demette Tam Lift Metrigine Gore Riemann Konneksiyonun Katsayilari

V, TM tanjant demette Riemann konneksiyonunu gostersin. TM tanjant demette adapte

olmus ¢atiya gére Riemann konneksiyonunun katsayilari,

1 1
Iyg =59 (EyGep + Egdye = Ecyp) +5 (" + 0% 5 + 0%, (19)
esitligi kullanilarak bulunur (Yano and Ishihara 1973). Burada,
[Ey, Epl = 0, Eq (20)
ve
Q%5 = 3% Jsp 2ey’ (21)

biciminde olup goz Oniine alinacak (yani sifirdan farklr) ‘Qyﬁa elemanlari ise,

=

— h _ h.,k
12j; —__Qij = "R ¥V (22)

h __ h _ h
Q" =07 =1

seklindedir. Ayrica islemlerimizde adapte olmus c¢atiya gore kovaryant ve kontravaryant

bilesenleri,
G =, G @™ =(1 % (23)
9c) = gij 0 g - gij 0

olarak verilen tam lift () metrigi kullanilacaktir. O halde (19), (20), (22) ve (23) den tanjant

demette ?B Riemann konneksiyonunun katsayilari,

[k :l G*(E;§ei + EiGie — Ecdi?) +1(_Q..k + 0%+ 0% )
ij Zg i9ej iGie eJij 2 ;H_J ij ji

0 0

= 1
g"[(0: = y°T500)dr; + (0 — y°T500)Gin] + 5 (9° Gy 25 + 5 Gus 25

_ N -

1,

=59""(9:9n; + 919in) + 5 (5" Jaj s + " Gai Or;)

L n L | ca a
=59 (aighj + ajgih) 39 [ih9aj + [hYai

Ongij

L n
=59 (aighj + 0;gin — ahgij)
= ri1j<
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ve benzer olarak

1) I =T 5) =0
2Tk =0 6) Ik =
_ _ (24)
3) Filj( = ySRsijk 7) Fillf = Fll](
4HTk=0 8) Ik =

seklinde elde edilir. Burada, Filj‘ katsayilari, M deki g;; metrigi ile sekillenen Christoffel

sembollerini; R; jk ise (M, g) manifoldunun egrilik tensoriine ait bilesenleri géstermektedir.

Simdi TM tanjant demette Hayden’in metodu yardimui ile bir Ricci quarter-simetrik

metrik konneksiyon olusturalim (Hayden 1932).

Tanjant Demette Ricci Quarter-Simetrik Metrik Konneksiyon

Tanjant demette konneksiyon katsayilari,
Y_ Y 14
Fag' = Tap' + Uqgp (25)
seklinde olan bir V konneksiyonu olsun. Bu konneksiyonun tam lift metigine gére bir metrik
konneksiyon olabilmesi igin V) Jap = 0 olmalidir. O halde,
vkgaﬁ =0= akga[)’ - rkoccgcrﬁ - rkﬁcgacr =0
= 0xJap — (Fe” + Ukaa)gaﬁ - (f‘kﬁo + Ukﬁa)gaa =0

= (akgaﬁ - f‘kacgaﬁ - fkﬁcgaa) - Ukaagaﬁ - Ukﬁogacr =0
ngaB=0

= Ure’ Jop + U’ Jac = 0
ve buradan
Ukap + Ukpa = 0 (26)
elde edilir. Yani, (0,3) tipli U tensorii, alttaki son iki indise gore antisimetriktir.

Tanjant demette, V Riemann konneksiyonuna ve V konneksiyonuna ait burulma

tensorleri sirasiyla,

ve
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T YV _7rY rY Y
Taﬁ _FocB_FBoc _‘Qa[)’

seklinde olup (25) esitligi dikkate alinarak FaBV — FB ay farkina bakilirsa,

olmak iizere y yerine o (y — o) yazilir ve iistteki o indisi g, ile asag: indirilirse

Tapy = Uapy — Upay

olur. Buradan,

Taﬁy = Uapy — Upay
Tyap = Uyap = Uayp

T

vBa = Uypa = Upya

olmak tizere son li¢ denklem taraf tarafa toplanirsa,
Tagy + Tyap + Typa = 2Uapy (27)
elde edilir. O halde fa;; =T, ;; +U a;; olarak ifade ettigimiz T, Z; katsayilarini bulmak igin (1,2)

tipli U, tensérlerini belirlemeliyiz. U, tensorleri ise T burulmasina bagli olmakla beraber V
nin Ricci quarter-simetrik bir konneksiyon olmasi igin T burulmast,
Tijk = y;Rf — ¥R (28)
olarak alinacaktir. Burada y; = y®gy; seklindedir. Ayrica,
Taﬁggsy = _aﬁy

olmak iizere (0,3) tipli burulma tensdrleri T, By

= (y;R! = yiR) gik
= RN — (YiR]h).ghk
= YjRik — YiRjk
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ve benzer olarak

1) Tij = yjRie — yiRjk 5) Ty =

2) Ty =0 6) Tz = 0
3) Ty =0 7) T =0
4) Tz =0 8) Tyx = 0

seklindedir. (26) esitliginden (1,2) tipli U, BV tensorleri,
2Uj = Tij + Trij + Tiji
2Uij = (ViR — yiRjx) + (ViRiej — yiRij) + (¥iRii — YieR;:)
2Uj = 2(yjRik — yiRij)
Ui = (vjRix — yiRij)
olmak iizere (gkﬁ = gkh) ile k indisi yukar1 alinirsa
(Uijk)gkﬁ = (y;Rix — yxRi;)g""
Uil' = jRu) 9" — Vi Ri) g™"
Ut = y;RI — y"Ry;

ve benzer olarak

NU=0 5 U =0
2) Uijﬁ = y;R!' — y"R;; 6) Uijﬁ =

3) Uy =0 NUf =0
HUS =0 8) U =0

bigiminde bulunur. (25) esitliginden V konneksiyonunun faﬁy katsayilari ise,

=k _p k
DL =T 5) Ti;* = y*Rg;i* + yjRY — y*Ry;
2) rf'kz 6) k=0
) 1j
~ (29)
3 Iy = 7) G = Ii)*

olarak elde edilir. Bulunan bu konneksiyon katsayilar1 yardimiyla TM tanjant demette bir V

Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyon asagidaki gibi ifade edilir.
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Teorem 7: (M, g) Riemann manifold ve (TM, ) de M nin tanjant demeti olsun.

(TM, §) de bir ¥ Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyon

Vi E; = Filj(Ek +{y*Ry* + y;RE — y*R;;}Ex,
Vg, Er = TiEx,

{V&Ej =0,

\Vs.E; =0

(30)

biciminde tanimlanir. Burada Fi’} ve Ry; jk sirastyla V Levi-Civita konneksiyonunun katsayilarini

ve M iizerindeki g pesudo-Riemann metriginin Riemann egrilik tensor alanini1 gosterir (Li et al.
2023).

Diferensiyellenebilir bir M manifoldu tizerinde verilen bir g pseudo-Riemannian
metrigi yardimiyla TM tanjant demet {izerinde bir diger iyi bilinen klasik pseudo-Riemannian

metrik
g, Ym = gXx,v),
gAYy =gX",v") = g(X,Y),
Jgxv,y"y=o0
seklinde tanimlanan I+I1 (§) metrigidir. § metrigi adapte olmus catiya gore
. gij JYij
Gap = (gi j 0 )
bilesenlerine sahiptir. V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gore | + Il (§) metriginin

kovaryant tiirevi alinirsa

— —h —h — h —h
Viedij = ExGij = TwiGnj — Tki Grj — Tikj Gin — Tkj G
= 0k — ¥ TH00)91) — Tl gnj — O Ra* + ViR — Y"Ryi) gn;
T 9in — O°Rg* + YiRE — Y"Ri)gin
= 0x9ij — Tw:gnj — Y*Rswij — YiRij + ¥iRii — T9in — Y*Riji — ¥iRik + YiRuj
= 0kgij — Thignj — Tiy9in
= Vigij =0,

ve

— . —hn.  —h._
Vidi; = Ex8i7 = Thi Gpj — Thi gE -
0 0
= 0k gij — Thignj — Tiy9in
=Vigi; =0
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ile

A~

- = _h
ViGi; = ExGi; — Ui 9nj — Ui Fk]gm Ukj 9

h
i Ih
0

h —h
= akgij — Lignj — Tkj9in
=Vigij =0

olur. Diger bilesenler sifirdir. Buradan asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 8: (M, g) bir pseudo-Riemann manifold ve TM de M nin § tam lift metrigi
veya g (I + II) metrigi ile donatilmis tanjant demeti olsun. § tam lift metrigine gore tanimlanan
V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyon ayni zamanda § metrigine gore de bir Ricci

quarter-simetrik metrik konneksiyon belirtir.

Tanjant Demette Ricci Quarter-Simetrik Metrik Konneksiyonun Egrilik Tensorii

faﬁy katsayilari, adapte olmus catiya gore V Ricci quarter-simetrik metrik

konneksiyonunun bilesenleri olmak iizere,

Rupy” = Ealp? — EpTo + Tuf Tt — TplTad — 24° Ty

esitligi, adapte olmus ¢atrya gore V nin (1,3) tipli R egrilik tensoriiniin bilesenlerini verir. Bu

bilesenler,
2] I _ =1 _l_ rlre_plp ¢ e 1
Rijp =E G —Ely + i G — L Ty — 0557y
T ) 5

= —0;(y*Rou' + YRl — 'Rur)
= —(97°)Rau' — (Oyi)Ri + (07" )Rux
= —687 Ry’ — [0;(gsiy*)]RE + 6/ Rux

i = [9sk (Y %) R + 8/ Ry
= —Rju' — sk R{ + 8/ Ry
= Riji' — gjxRi + 6/ Ry

ve benzer sekilde

48



_ o
D Riji = Rijk 9) Riji' = ¥ VsRyj."

2) Ryl =0 10) Eijkl_ = Ryji' + gucR} — 6{ Ry
3)Riz' =0 11) Ei]kl_ = Ryj' — gjkRE + 6/ Ry
HR;F =0 12) R = Ry,

5 Rl =0 13) Ryj, b =

6) Rz =0 14) R, " =0

Rz =0 15) R,z =0

8) Rz =0 16) R,z =0

olarak bulunur.

(31)

Teorem 9: (TM, §) tanjant demetin ¥ Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gére

(1,3) tipli R egrilik tensorii adapte olmus catiya gore

1) R(E;, E)Ey = Ryl Ey + {y*VsR; ;3 E; 5) R(E;, Ej)Ex = 0

2) R(E;, E))Ex = R;;,'E; 6) R(E;, E})E; = 0

l]k

3) R(E, E)Ex = {Ryji' + RucSf — gjucRi'}E 7) R(E, E})E = 0

4) R(E;, EDEy, = {R;j)! + guR;' — Rix6}}E; 8) R(E; E;)E; =0

seklindedir.

(32)

Tam lift metrigi g ve I1+Il metrigi g nin Levi-Civita konneksiyonlar1 ¢akistigindan, bu

konneksiyonlarin Riemann egrilik tensorleri de ¢akigir. § metrigine gore (veya § metrigine

gore) Levi-Civita konneksiyonunun Riemann egrilik tensorii R asagidaki sekildedir:

1) R(E;, E))Eyx = Ryl Ey + {y° VR i }E; 5) R(E;, E))E, = 0

2) R(E, E))Ex = RyjilE; 6) R(E;, E))Ey =

3) R(E;, E5)Ey = R 'E;

Uk 7) R(E;, E)E; =0

4) R(E3, E)Ey = Ry E; 8) R(E; Ej)E = 0
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g tam lift metriginin (veya § (I + II) metriginin) V Ricci quarter-simetrik metrik
konneksiyona ve Levi-Civita konneksiyonuna gore egrilik tensorlerini karsilastirdigimizda

asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2: (M, g) bir pseudo-Riemann manifold ve TM de M nin § tam lift metrigi (veya
g (I + IT) metrigi) ile donatilmis tanjant demeti olsun. § tam lift metriginin (veya g metriginin)
Levi-Civita konneksiyonunun egrilik tensorii ile Ricci quarter-simetrik  metrik

konneksiyonunun egrilik tensoriiniin gakismas1 igin Ry 6/ — g R;' = 0 olmalidur.

Ayrica,

Eaﬁyag ou = Rapyu

olmak iizere, V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun (0,4) tipli R egrilik tensoriiniin

bilesenleri ise,

1) Rijkn = ¥°VsRijkn 9) Rijkn = Rijin + 9ixRjn — RixGin
2) ﬁijkﬁ = Rijkh 10) Eijkﬁ =0
3) Rijzn = Rijin 11) Ryjzn = 0
A Rijzr =0 12) Ryjzr = 0
) ) (33)
5) Riskn = Rijkn — 9jkRin + RixGjn 13) Rjkn = 0
6) Eijkﬁ =0 14) Eijkﬁ =0
7) Eiﬁh = 15) Rtjkh =0
8) Rijrr = 0 16) Rijzn = 0
seklindedir.

Teorem 10: (M, g) bir Riemann manifold ve (TM, §) de M nin tanjant demeti olsun.
(TM, §) de tamml1 V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun (0,4) tipli R egrilik tensorii

ilk iki indise gore antisimetriktir. Yani,

Raﬁycf = _Eﬁaycr

seklindedir.

Teorem 11: (M, g) bir Riemann manifold ve (TM, §) de M nin tanjant demeti olsun.
(TM, §) de tamml1 V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun (0,4) tipli R egrilik tensorii

son iki indise gore antisimetriktir. Yani,
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afyc — “Rapoy

seklindedir.

Tanjant Demette Ricci Quarter-Simetrik Metrik Konneksiyonun Ricci Tensorii

Rep,® = Rgy
olmak tizere Ricci tensoriiniin bilesenleri,
Rjk = Re jk£
= thk + Rh ]k

= thk + thk + ghkR]h — 8h R
= R]k + Rjk + R]k —n. R]k

=3B - n)R]k
ve benzer sekilde
~ ~ (34)
2) Rjk = 4) Tk = 0

olarak bulunur.

Teorem 12: (M, g) bir Riemann manifold ve (TM, §) de M nin tanjant demeti olsun.

(TM, §) de tamml1 V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun Ricci tensdrii simetriktir.

Teorem 13: (M, g) bir Riemann manifold ve (TM, §) de M nin tanjant demeti olsun.
(TM, §) tanjant demetin 7 Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gére Ricci flat olmasi

ancak ve ancak (M, g) Riemann manifoldunun Ricci flat olmasi ile miimkiindiir.

Simdi de (TM, ) tanjant demetin V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gore

lokal Ricci simetrik olup olmadigina bakalim.

Viﬁjk = EiRjk - FG:R F R

E;Rj. — T Ry — F th TkRin — Tk Rz

= (0; —y°T50;)[B — MRy | — Fij —n)Rpi] — TH[(B — n)R;p]
= (3 = n)[0;Rjx — I} Ru — Tt Rjn]
= (3 —n)V;Ry

ViRj = B —n)V;Ry
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ve benzer olarak

2) v1 _]E =0 6) vi_jk =0

) (35)
3) VIR]_k =0 7) VTRjk =0
4) ViRjz = 0 8) ViRyz = 0

elde edilir.

Teorem 14: (M, g) bir Riemann manifold ve (TM, §) de M nin tanjant demeti olsun.
(TM, §) tanjant demeti V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun lokal Ricci simetrik

olmasi igin gerek ve yeter sart (M, g) baz manifoldunun lokal Ricci simetrik olmasidir.

Simdi de (TM, §) tanjant demetin V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gére

Ricci semi-simetrik olma durumunu inceleyelim.
Tanim 65: Bir (M, g) (pseudo-) Riemann manifoldu tizerinde
RX,Y)R=0

sartini saglayan bir R(X,Y) operatérii var ise (M,g) manifoldu semi-simetrik olarak
adlandirilir. Burada R(X,Y), R iizerinde tiirev islevi goren egrilik operatoriidiir. Oklid
uzaylarinin semi-simetrik hiperyiizeyleri Nomizu tarafindan simiflandirilmis ve semi-simetrik
Riemann manifoldlarmin genel bir incelemesi Szabo tarafindan yapilmistir. Ayrica K, (M, g)

manifoldunun Ricci egrilik tensorii olmak tizere
RX,Y)K =0
ise (M, g) manifoldunun Ricci semi-simetrik oldugu sdylenir (Nomizu 1986; Szabo 1982).

Benzer sekilde TM tanjant demette her X ve ¥ vektor alanlari icin R(X,Y) egrilik
operatorii diferensiyel bir operatordiir. Simdi egrilik operatorii R(X, ¥) yi Ricci egrilik tensorii

K ya uygulayalim. Yani her Z ve W vektér alani icin
RE,DE)Z, W) =0
durumunu goz 6niine alalim. Adapte olmus catida (R(X, Y)K)(Z, W) tensérii lokal olarak
—_— ~ ~ = ~ ~ B E— —_ E— (36)
(R(X' Y)K)(Z, W)aﬁy@ - Raﬁy KSB + RaﬁG Kys
seklinde ifade edilir. Benzer sekilde lokal koordinatlarda,

o — p— = p—
(RX,YIK)(Z,W)ijki = Rijk Kpi + Riji Kip
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olarak yazilir.

Teorem 15: (M, g) bir Riemann manifold ve (TM, §) de M nin tanjant demeti olsun.
Bu durumda (TM, ) nin V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gore Ricci semi-
simetrik olmasi ancak ve ancak n # 3igin (M, g) nin Ricci semi-simetrik olmasi ile

miimkiindiir.
Ispat: (36) esitliginde @ = i, 8 = j,y = k,0 = [ olarak alinirsa
RX,NK)(Z, W)ijkz = EijkhEhl + Eijzhfkh
= Rijkh[(3 — )Ry ] + Rijlh[(3 — )R]
= (3 = n)[R;j"Rn1 + Ryji" Renl
= B =m[REX,Y)Ric)(Z, W)]ijw
elde edilir. Diger bilesenler sifirdir. Buradan (TM, §) nin V Ricci quarter-simetrik metrik

konneksiyona gore Ricci semi-simetrik olmasinin ancak ve ancak n # 3 igin (M, g) nin Ricci

semi-simetrik olmasi ile miimkiin oldugu goriiliir.

V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun K Ricci tensérii ile ilgili bir uygulama

olarak (0,2) tipli genellestirilmis Z tensorii TM tanjant demet {izerinde

fa,B = Raﬁ + (;bga,[?
seklinde tanimlanir. Burada Eaﬁ, V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun Ricci
tensoriiniin ve gop ise tam lift metriginin bilesenlerini gostermektedir. (23) ve (34)
esitliklerinden g,z ve Eaﬁ degerleri yukaridaki esitlikte yerlerine yazildiginda, sifirdan farkl

bilesenler

Z;j = (3—m)Ry,
Eij = ij = ¢gij
olarak bulunur. Buradan asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 16: (M, g) bir pseudo-Riemannian manifoldu ve (TM, §) onun tanjant demeti

olsun. V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun Z tensorii simetriktir.
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Tanjant Demette Ricci Quarter-Simetrik Metrik Konneksiyonun Skaler Egriligi

7, V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonunun skaler egriligini gostersin. Bu

taktirde,
T= Rﬁygﬁ’y
olmak {iizere skaler egrilik,
T=Rpg" + Ry g
= Rix §7* + Rig 97" + Ry 7% + Rz §'°
—— — ) ——
0 0 0 0
=0

dir.

Teorem 17: (M, g) bir Riemann manifoldu ve (TM, §) de M nin tanjant demeti olsun.

(TM, §) de tamml1 V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun skaler egriligi sifirdr.

V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun T burulma tensérii ile igili bir uygulama

olarak asagidaki teoremi ve ardindan ispatin1 verelim.

Teorem 18: (TM, §) de V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun T burulma

tensori
_a
XY,

esitligini saglar. Burada o, X, Y, Z vektor alanlari icin dongiisel toplamdir.

Ispat: (TM, ) de tim X, Y, Z vektor alanlari icin

— €— O — €— O — €
Y%T(T(X, Y)Z) =TogTey +TyaTep +TpyTea

seklinde olup (28) esitligindeki Tag degerleri yerlerine yazilirsa

€E— O — € o — €— O
TaﬁTey +T)/a' Teﬁ +Tﬁy Tea =0

olur.

Tanjant Demette Ricci Quarter-Simetrik Metrik Konneksiyonun Ortalama
Konneksiyonu

(TM, §) de V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun V ortalama konneksiyonu,

konneksiyon katsayilar1 yardimiyla
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seklinde tanimlanir. Burada Fa; , V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun katsayilarini

ve fa;’ ise V ortalama konneksiyonun katsayilarini gostermektedir. (29) esitligi kullanilarak ¥V

ortalama konneksiyonunun [ ¢ katsayilari

e =Kk 1%
Li =Ty —5Ty

1
= ¥* Ry + y;R* — y*Ri; — E(ijik — yiR;*)
YR — YRy + 2 (R + iR
=Y°Rg;" — Y Ry E(in yiR;")

ve benzer sekilde

DI =1;" 5) fijk = y*Ry;* — y*Ry; +%(ijik + ¥R
2) ;% = 6) [ * =T

3) k=0 NEF=0

Hi;*=0 8) ;=0

olarak elde edilir.

Teorem 19: (TM, §) de V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun V ortalama

konneksiyonu adapte olmus ¢atida

[ 1

Vi,Ej = TKE, + {y*Ry;;* — y*Ry; + E(YjRik + iR )}Ex,
Vi, E; = T5E,

WE__E]' = 0,

seklindedir. Burada I‘l-’} ve Ry swrastyla M iizerindeki V Levi-Civita konneksiyonunun

bilesenlerini ve g pseudo-Riemann metriginin R Riemann egrilik tensoriinii gosterir.

Teorem 19 da verilen ortalama konneksiyonun katsayilar1 yardimiyla bu konneksiyonun

egrilik tensorii asagidaki gibi ifade edilir.
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Onerme 1: (TM, §) de V ortalama konneksiyonun R egrilik tensorii adapte olmus ¢atida

1) R(Ey, E))Ex = Riji'Ey + (¥ VsRyji YE7 5) R(E7, E5)Ex = 0
2) R(E, E;)Eg = Ry E; 6) R(E;, E)Ez =0
3) R(E;, E)Ex = {Ryji’ + 8/ Ry — % (iR + gjiRDIE ) R(E;, Ej)Eg = 0
4) R(E;, EDEy = {Ryj! — 6{Ry + %(gikle + gijRi)IET 8) R(E;, E;)Ex =0

olarak elde edilir.

V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gére V ortalama konneksiyonun R Ricci

tensori
ﬁeﬁyg = Rgy
seklinde tanimlanir. Rg, Ricci tensériiniin bilesenleri,
ﬁjk = ﬁsjkg
= Ry + ﬁﬁjkﬁ

1 1
= Rpj" + Ruji* — 6K Rjx + 5 9ne R + 5 9nj R

2 2
| 1
= (3 —n)Rjk
ve benzer sekilde
(37)

olarak bulunur.

Teorem 20: (M, g) bir pseudo-Riemannian manifoldu ve TM, M nin § tam lift metrigi
ile donatilmis tanjant demet olsun. (34) ve (37) esitliklerinden goriilecegi gibi V ortalama
konneksiyonun Ricci tensorii ile V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun Ricci tensorii

cakisir.

Lemma 3: V, TM iizerinde bir fibre-preserving (fibre-koruyucu) vektdr alani olsun. §
tam lift metriginin V vektor alan1 boyunca V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gore

Lie tiirevi agagidaki gibi elde edilmistir:
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Lyg = {(Vivh)ghj + (Ejvﬁ) ghi} dx'8y’

[El-vh + (ySRSiah + yaRih - thia)va + l—‘iahva] Ghj (38)

_ B -
M+ [Ejvh + (ySstah + yaR]h - thja)va + [}-lea] Ihi dx'dx

Tanjant Demette Ricci Quarter-Simetrik Metrik Konneksiyonuna Gore Bazi Ozel Vektor
Alanlari

Bu boliimde, ilk olarak lifte edilmis (yiikseltilmis) vektor alanlarmin incompressible
(sikistirilamaz) ve harmonik olma durumlari incelenecektir. Daha sonra, TM iizerindeki V Ricci
quarter-simetrik metrik konneksiyona gore concurrent, konformal, projektif ve @(Ric) vektor

alanlar1 karakterize elde edilecektir.

Incompressible vektor alam

Tamm 66: (TM, §), (M, g) Riemann manifoldunun V Ricci quarter-simetrik metrik

konneksiyon ile donatilmis tanjant demeti olsun. TM iizerindeki bir V vektor alani igin
tr(VV) =V, V* =0
ise 7 vektor alami bir incompressible vektor alanidir. Burada V' = v"Ej, + v E seklindedir.

Teorem 21: (M, g) bir Riemann manifoldu ve (TM, §) de M nin V Ricci quarter-

simetrik metrik konneksiyona sahip tanjant demeti olsun. M tizerindeki bir V vektor alani igin,

i) (TM,§) de V vektdr alaninin V'V dikey lifti, V Ricci quarter-simetrik metrik

konneksiyona gore bir incompressible vektor alanidir.

ii) (TM, §) de V vektdr alamnin ¥V yatay lifti ve €V tam liftinin V Ricci quarter-
simetrik metrik konneksiyona gore bir incompressible vektor alani1 olmasi ancak ve ancak M
de V vektor alaninin Levi-Civita konneksiyonuna gore bir incompressible vektor alan1 olmasi

ile miimkiindiir (Gezer and Karakas 2024).

Ispat: (18) ve (30) esitlikleri kullanilarak

— -V
tr(VVV) =V, v
"

I
o i

ve
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— — H
tr(VHV) =V, Ve

= vhvh
—h
= (0, — Y TRV + Tpppv™
= thh
= tr(VV)
ile
_ —C
tr(VEev) =v, Ve
= V" + Vﬁvﬁ
—h
= (ah - ysrsr;ll ﬁ)vh + l—‘hmvm + aﬁ(ysvsvh)
= Zthh

= 2tr(VV)

elde edilir. Buradan i) ve ii) sonug¢larini gérmek kolaydir.

Harmonik vektor alam
Tamm 67: (TM, §), (M, g) Riemann manifoldunun V Ricci quarter-simetrik metrik
konneksiyon ile donatilmis tanjant demeti olsun. TM iizerindeki bir V vektor alani igin
(ViV€)gej = (V;VE)Ger = 0
sarti saglanirsa V vektor alanina harmonik vektor alani denir. Burada 7 = v"Ej, + v"Ex
formundadir (Yano and Ishihara 1973).
Asagidaki lemma dogrudan basit hesaplamalardan elde edilmistir.

Lemma 4: (TM, §), (M, g) Riemann manifoldunun V Ricci quarter-simetrik metrik

konneksiyon ile donatilmis tanjant demeti olsun. Bu durumda

i) YV igin,
—_ Vv 5 — Vv 5 Vv —V.v: 0
(9 V) dep = (% V) g = (7 ()
elde edilir.
i) 1V icin,
— H _ — H ~ yS[Rsia'_Rs' 4+ gsiRiq — gsiRi ]Ua V. v
v Ve‘ _ V Ve' — ] jat sitthja sjttia L”]
( a )geﬁ ( B )gea < _Vjvi 0
elde edilir.
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i) €V igin,
—C - —C 5
(Va VE) Gep — (V,B VE) YGea
_ <3’S [Vs(vivj - Vjvi) + (Rsiaj = Ryjai + 9Rja — gSjRia) Va] Viv; — Vjvi>
Viv; — Vv 0
elde edilir.
Dolayisiyla, Lemma 4’{in bir sonucu olarak asagidaki sonuglar yazilir.

Onerme 2: (M, g) bir Riemann manifoldu ve (TM, §) de M nin V Ricci quarter-simetrik

metrik konneksiyona sahip tanjant demeti olsun. M tizerindeki bir V vektor alani igin,

i) (TM,§) de V vektor alamnm YV dikey liftinin V Ricci quarter-simetrik metrik
konneksiyona gore bir harmonik vektor alant olmasi ancak ve ancak V vektor alaninin M de

Levi-Civita konneksiyonuna gore bir harmonik vektdr alant olmasi ile miimkiindiir.

i) (TM,§) de V vektor alammin V tam liftinin V Ricci quarter-simetrik metrik
konneksiyona gore bir harmonik vektor alant olmasi ancak ve ancak V vektor alaninin M de
Levi-Civita  konneksiyonuna  gore bir  harmonik  vektér alam1  olmasit  ve

Rgiaj — Rsjai + 9siRja — 9sjRia = 0 sartimin saglanmasi ile miimkiindiir.

iii) (TM, §) de V vektor alanmin #V yatay liftinin V Ricci quarter-simetrik metrik
konneksiyona gore bir harmonik vektor alant olmasi ancak ve ancak V vektor alaninin M de
Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel olmasi ve Rgiqj — Rgjai + GsiRja — gsjRia = 0
sartinin saglanmasi ile miimk{indiir.

Concurrent vektor alam

Tanim 68: (TM, §) de bir V vektor alam V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona

gore
VﬁVE = VEBVE = 1255, (39)
sartin1 saglarsa V7 vektor alanina concurrent vektor alan1 denir. Burada k, TM de bir fonksiyon,

5[? Kronecker delta sembolii ve V = v"E), + UEEH seklindedir.

Teorem 22: (M, g) bir Riemann manifoldu ve (TM, §) de M nin V Ricci quarter-

simetrik metrik konneksiyona sahip tanjant demeti olsun. TM iizerindeki bir V vektor alani,

- vl
V= (% [tr(VV)]yh)
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formunu alir ve
1 h s h h
E [Vj(tr(VV))y ] + (y RSja + YaR - y a)v =0
sartim1 saglarsa V vektor alani bir fibre-preserving concurrent vektdr alanidir.
ispat: ilk olarak (39) esitliginde € = h, B = j olarak alinirsa
V-vh = E-v + o v® + Tov? = k6"
j J ja ja j
_,h —
=0 U=

= vt = vh(xh)
elde edilir. Benzer sekilde, € = h, B = j ve € = h, B = j olarak diisiiniildiigiinde sirasiyla

— —h
Vvl = Ejoh + Tj,v® + T ava = k&

hyrhya _ Lsh
= 0;v +Fjava—k5j

= Vvl = k6 (h—j)
1 L.
= EV]’U‘] = k
ve
Topl = Eovf 4 T M@ 4 T = fsT
Fid —E]v +Fja v®+T va—k67
- 1
= 050" = —Vvi 8%
= 67175 =— [tr(VV)S—h]
= 671] = —[tr(VV) (8 Y )]
=>6]v = 0~ [ tr(VV)y ]
- 1
=yl = E[tr(VV)]yh
bulunur.

Son olarak, € = h, B = j olarak alindiginda gerekli olan sart elde edilir:

h —

— E _ - =
a Fjﬁ e = k6h

e i poiaT

Vvl = Evh + T
1 1

= E; [E [tr(VV)]yh] + (¥*Rsjq" + yaR! = Y"Rjo)v® + T, [; [tr(VV)]ya] =0

1 1
= (0 = y130m) | [er @I | + (FRosd + vaR] = y"Ria)v + y°T} [; [tr(vvn] -
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1 1 1
== [0;(er(vV))y"] — yoTL [E [tr(VV)]] + (Y°Ryjd* + Yo R — y"Rig )v® + yoI [; [tr(VV)]] =0

1
= —[0;(tr(@))y"] + (¥°Rja" + YaR}' = ¥"Rjq)v® = 0

1
== [V;(tr(WW))y"] + (Y*Rsjd" + YaR] — y"Rja)v® = 0.

Konformal vektor alam

Bu boliimde, V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona goére TM tanjant demet

tizerindeki fibre-preserving konformal vektor alanlari incelenecektir.
Tanim 69: TM {izerindeki bir V = (vh, vﬁ) vektOr alani
LyGap = (VaV®)Gep + (VoVE)Jew = 208,45 (40)
sartim1 saglarsa V = (vh,vﬁ) vektor alanina fibre-preserving konformal vektor alani denir.
Burada Ly Jgg, V ye gore § metriginin Lie tiirevi, { ise TM iizerinde skaler bir fonksiyondur.

(40) esitliginde sirasiyla (a, B) = (i,)), (,j) ve (i,j) durumlar dikkate alinip (23) ve
(38) esitlikleri kullanilirsa,

() (VivM) gy + (Ejvﬁ)ghj = 2Qg;j,

(i) (Ew™) gn; + (V;v")gn = 2Qg;;,

(iii) [Eivh + (ySRsiah + yaRLh - thia)va + Fiahvd]ghj
l +[Ejvh + (ySstah + yaR]h — YR, )V + I}-ahva]ghi =0

(41)

denklem sistemi elde edilir.

Onerme 3: TM iizerindeki ) skalar fonksiyonu indirgenmis (x",y") koordinatlarina

gore sadece (x"*) degiskenine baghdir.

Ispat: Eger (41) de verilen denklem sisteminde ii) esitliginin her iki tarafina Ef

uygulanirsa
gniEREv"™ = 2Ex(Q)gy;,
ve
Ex(0)gi; = E(Q) g1
olmak tizere

(n—1Ex(Q) =0
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elde edilir. Bu da Q skalar fonksiyonunun sadece (x") degiskenine bagl oldugunu gosterir.
Dolayisiyla Q skalar fonksiyonuna (M, g) deki bir fonksiyon olarak bakilabilir. Bundan sonra

Q fonksiyonu netlik saglamak adia p olarak dikkate almacaktir.

(41) denklem sisteminden ve Onerme 3’ten E;(v") ifadesinin sadece (x) degerine

bagli oldugu goriiliir. Buradan hareketle,

vl =yl 4 Bh (42)
elde edilir. Burada A" ve B fonksiyonlar1 (x) degiskenine bagli fonksiyonlardir.

Onerme 4: Eger

B=Bh—
dxh

olarak alinirsa B vektor alani, (M, g) tizerinde V Levi-Civita konneksiyonuna gore bir Killing

vektor alanidir.
Ispat: (42) ifadesi, (41) de verilen denklem sistemindeki iii) esitliginde kullanilirsa
V.B; + V;B; = 0, (43)
ve
V*(Rsigj t Rsjai + gsaRij — 9sjRia + 9saRji — gsiRja) + ViAsj + VjAs =0 (44)

elde edilir. (43) esitliginden

olur. Bu ise B vektor alaninin (M, g) tizerinde Levi-Civita konneksiyonuna gore bir Killing

vektor alani oldugunu gosterir.
(42) ifadesi (41) denklem sistemindeki (ii) esitliginde yerine yazilirsa
E; (Uﬁ) gnj + (Viv")gn = 2pgi;
= 0;(ySAY + BMgp; + (Viv")gni = 2pg;;
= At gnj + (Vv") gni = 209y
olmak tizere
Inj Al = 2pgij — gni(V;v") (49)
elde edilir.

Onerme 5: M iizerinde bilesenleri (v") olarak gosterilen V vektor alani,
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26¢R;; — Rig8' — Rjg6' = 0
olursa V Riemann baglantisina gore bir projektif vektor alant belirtir.
Ispat: (45) esitliginin her iki tarafinin V,, kovaryant tiirevi alimirsa
9nj (VAN = Vi[2pgi; — gni(Viv")]
= 2(Vkp)gij — gniVi V0"
= 2pr9ij — Ini(Ly T} — Raxj v?)
Vidij = 2pk9ij — LyTi ) 9ni — Ranijv® (46)
elde edilir. (46) esitligi (44) de yerine yazildiginda
V*(Rsiqj + Rsjai + gsaRij — 9sjRia + gsaRji — 9siRja) + Vids; + VA5 = 0,

Ua(Rsiaj + stai + gsaRij - gszia + gsaRji - gsiRja) -0
+2p19s; — LvTi " ghs — Raisjv® + 2p;9si — LyTj"Gns — Rajsiv®
= 2(LyTi)gns = v*(gsaRij — 9sjRia + gsaRji — 9siRia) + 2(pigsj + P;Gsi)

olur. Esitligin her iki tarafi g™ ile kontraksiyon yapilirsa

1
LVFi]m = Pi5jm + p1617n + Eva(26glRlJ - Ria5jm - R]aé‘lrn)

elde edilir. Dolayisiyla, 267 R;; — Ria6;" — Rjq6;" = 0 ise V, V Riemann baglantisina gore M
tizerinde bir projektif vektor alanidir. Burada p; = V;p dir.

Simdi bu durumun tersi dikkate alinsin. Yani M manifoldunun V Riemann baglantisina
uygun olarak projektif bir V = v" % vektor alanina sahip oldugunu varsayalim. Bu baglamda
asagidaki onerme ifade edilir:

Onerme 6: TM iizerinde

V =v"E, + (ySA? + BME;
olarak tanimlanan V vektor alam A} = g"*A,;, A;j = 2pgij + Viv; — Lygij, 9;B’ = B,
ViB; = Lggij — V;B; olmak lizere ¥ Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gére bir fibre-

preserving konformal vektor alani olusturur.

Ispat: Yukarida belirtilen kosullari saglayan B, v" ve Al verildiginde,
V = v"E, + (ySA" + B")E5 vektor alaninin V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona

gore TM {izerinde bir fibre-preserving konformal vektor alani olarak nitelendirilecegi agiktir.

63



Projektif vektor alam

Yamauchi tarafindan TM tanjant demette g tam lift (I1) metrigine gore fibre-preserving
vektor alanlarmin kapsamli bir siiflandirmast sunulmustur. Ayrica Hasegawa ve Yamauchi,
lift konneksiyonlarina goére projektif vektor alanlarinin bir smiflandirmasini  yapmistir

(Yamauchi 1998; Hasegawa and Yamauchi 2003).

Bu bélimde TM de V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonuna gore fibre-
preserving projektif vektdr alanlari incelenmistir. Oncelikle daha sonra ihtiya¢ duyulacak

lemmay1 asagida verelim.

Lemmab5:V = v"E, + UEEE fibre-preserving vektor alanina gore adapte olmus ¢atinin

Lie tlirevleri asagidaki gibi tanimlidir (Yamauchi 1994):
LyEp = =(03v®)Eq + {y" v Ruep® — vPTgh — (Epv®}Eg,
LyEp = (v Tfy, — (Ezv®)}Eq.
Tamm 70: (TM, §), (M, g) Riemann manifoldunun V Ricci quarter-simetrik metrik

konneksiyon ile donatilmis tanjant demeti olsun. TM iizerindeki bir V = v"E), + UEEE vektor
alanmin V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gére bir fibre-preserving projektif vektor

alan1 olmasi ancak ve ancak
LWV, Z) = Lg(V3Z) — Vy(LzZ) — V(LX?)Z
=0(MZ +6(2)Y
seklinde 6 = (éi, 0}) 1-formunun olmas1 ile miimkiindiir. Burada ¥ ve Z, TM iizerindeki birer
vektor alanidir.

Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonuna goére TM iizerindeki fibre-preserving

projektif vektor alanlarinin genel formu su sekilde verilir:
Teorem 23: (TM, ), (M,g) Riemann manifoldunun tanjant demeti olmak {izere
V=v"E, + ‘UEEH vektor alant
V="HV + VB +vyA,
formunu alir
i) 0 = 0;dx",
i) v;6; =0,

|||) V]A? = 916lh — UCRCji h,
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iV) Ryi; "B® = B"R;; — B;R},
V) LyT) = 6,6 + 6;6]
sartlar1 saglanirsa V, TM de V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonuna gére bir fibre-

preserving projektif vektor alan1 belirtir.

ispat: TM de bir V = v"E,, + v"Ej vektor alanmin V Ricci quarter-simetrik metrik

konneksiyonuna gore bir fibre-preserving projektif vektor alan1 olmasi ancak ve ancak
LNV, 2) = Lx(V5Z) = V9(LzZ) = V(1 1)Z
=0MZ+06Q2)Y
seklinde 6 = (éi, 9}) 1-formunun olmasi ile miimkiindiir. Burada Y ve Z vektér alanlaridir.

Asagidaki sistemi goz Oniine alalim:

(LoV)(Er E7) = Ly (Ve Bp) =V (LoEp) = Ve E;

(47)
(LyV)(E E) = LV(VE;.E]) — VEZ(LVE]') — v(Lr,}s-i)l‘:j
(48)
= 0(E;)E; + 0(E)E;,
(LoV)(Ew Ep) = Ly(Ve,E)) =V, (LvE)) — Ve E
(49)
(30) ifadesi ve Lemma 5, (47) esitliginde kullanilirsa
{0:(0;v%)}Eq = O:E; + G1E; (50)
ve benzer olarak (48) esitliginden
{—veRi® + EvITE, + Ex(Ev®)} Eg = B:E; + 0;E; (51)
elde edilir. Bu son esitlikten

olur. 8; = 0 oldugundan (50) denklemi

ai(ajvd) =0
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sekline doniisiir ve buradan
v® = ySA% + B¢ (53)
elde edilir. Bu esitlikte A? ve B¢, sadece (x") a bagli belirli fonksiyonlardir. Bu nedenle, TM

de V fibre-preserving projektif vektor alani

V =v"E, + vE;

= v"E, + {ySA? + BY}E; (54)
=V + VB +yA

olarak ifade edilir.

(53) ifadesini (51) esitliginde yerine yazdigimizda,

Ryji "v® + VAl = 6]'6; (55)

olur. (53) ve (55) ifadeleri, (49) esitliginde yerlerine yazildiginda

{V,V;v" + R, "v4}E, + {V,V;B" + R,;"B® + B;R]' — B"R;;
+yS[ViV;AR + AR, " — R AR + vV Ry — vOV,R;

+Vj17aRsiah + Vivastah - ag[vavaRij + VivaRaj + VjvaRia] (56)

+vagsjvath + Vjvagsath + Vivagszg + Ag‘lgajRih - gszLqAZ]}EE

= 0,E; + ;E;
elde edilir. (56) esitliginden
V:Vjv" + Ry v = 6,6 + 6,68, (57)
V;V;B" + R, *B* + B;R[ — B"R;; = 0, (58)

ve

V:V; AR + ASR ;" — Ry * AL + vV Ry " — vOViR; " + Vv Ry + Viv Ry

(59)
_5shLVRij + vagsjvath + Vjvagsath + Vivagszg + AggajRLh - gsz?AZ =0

esitlikleri yazilir. (57) esitliginde L, I} = V, V,v™ + R, v? formiili kullanilirsa

.- . . d . . < .. .
olur. Buradan indirgenmis vektor alan1 V = vhax—h nin V Riemann baglantisina gdre bir

projektif vektdr alani belirttigi goriiliir. Egrilik tensoriiniin Lie tiirevine iliskin bagintiy1

kullanarak
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LyR;j" = Vi(LyTj) — V; (LyTige)
olmak iizere

LyR;j = —(n —1)V;6; (60)
elde edilir. (59) esitliginde h ve s indisleri arasinda kontraksiyon yapilip (55) ve (60) esitlikleri
kullanilirsa n # 2 igin

Vi, =0 (61)
elde edilir. Bu 6,6% = c (sabit) oldugunu gosterir. (61) esitligini (58) de kullanarak
Raij "B® = B"R;; — B;R}

bulunur.

Tersine, yukaridaki adimlar sakli kalmak kaydiyla eger B", v", 0, ve Al tensérleri
(i)-(v) sartlarim saglayacak sekilde alinirsa X = ¥V + VB + yA vektor alanmin Ricci quarter-
simetrik metrik konneksiyonuna gore bir fibre-preserving projektif vektor alani belirttigi

goriilir. Boylece ispat tamamlanmustir.

Her V fibre-preserving projektif vektor alaninin M iizerinde bilesenleri (v™) olan bir V

vektor alani olusturdugu iyi bilinen bir gercektir, burada V = (v, vﬁ) TM iizerinde fibre-
preserving vektor alanimi temsil eder. Asagidaki sonu¢ dogrudan Teorem 23 ve ispatindan

ortaya ¢ikmaktadir.

Sonu¢ 3: TM, M pseudo-Riemann manifoldunun Ricci quarter-simetrik metrik
konneksiyon ile donatilmis bir tanjant demeti olsun. Her fibre-preserving projektif vektor alani

7, (54) bicimindedir ve dogal olarak M iizerinde bir projektif vektdr alan1 V olusturur.

@(Ric) vektor alam

Bir M Riemann manifoldu iizerinde lokal olarak ¢ = @™ axim seklinde temsil edilen @

vektor alani, agagidaki kosul altinda bir ¢(Ric) vektor alani olarak tanimlanir:
V(¢) = yRic.

Burada y sifirdan farkl bir skaler fonksiyon; V, g nin Riemann konneksiyonu; Ric, (M, g) nin

Ricci tensorii ve g(¢@, &) = @é. Denklem lokal olarak su sekilde ifade edilir:
j9; = VRij.

Burada ¢, = gim®™ Ve R;j, Ricci tensoriinii gdstermektedir.
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Tamm 71: TM iizerindeki bir § = G"E), + @HEE vektor alani,
VKEM = )7§KM’ (62)
sartim1 saglamasi durumunda, V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonuna gére bir

@(Ric) vektor alani olarak adlandirilir. Burada 7 sifirdan farkli bir skaler fonksiyon ve Ry,

TM tizerindeki Ricci tensortdir. Ayrica ¢, = Gur®" seklindedir.

Onerme 7: TM, M pseudo-Riemann manifoldunun ¥V Ricci quarter-simetrik metrik
konneksiyon ile donatilmis bir tanjant demeti olsun. TM iizerinde Ricci quarter-simetrik metrik

konneksiyona gore @ vektor alani ancak ve ancak
”- <¢f<xh>>
P (x™)
formuna sahip ve
i) Vig" =0,
iii) (Rsiah + gsath - (S;lRia)@a =0
sartlarinin saglanmasi durumunda bir fibre-preserving @(Ric) vektor alani belirtir.

ispat: (34) te verilen Ricci tensorleri (62) esitliginde yazilip K = i,M = j olarak

alinirsa

= (szﬁh)ghj =0

= (B@" + T, 0% + T 6D gn; = 0
= (E;¢™Mgn; = 0

= ¢" =" (")

elde edilir. Benzer olarak (62) esitliginde sirasiyla K = i,M = j ve K = i,M = j yazarak

Vl(ﬁj le]
= Vi(¢¢G:;) =0
= Vi(¢"35)) = 0



= (E;@" + T ¢ + TLgD) g = 0

La

ve

= (Vi3G5 =0

= (E;¢" + Lo + Fi%ﬁba)ghj =0
= (00" + T/ @™ gn; = 0

= (V;¢Mgn; =0

bulunur. Son olarak K = i, M = j alinirsa

Vipj

7R;;
= Vi(#°dc;) = TRy

i(@hgﬁj) =73 —n)R;;

U
<

= (Eg" + Fifﬁba + Fiaﬁ‘pa)ghj =y(@ —n)R;j

= [(ai — ¥ Th0R)P" + (Y°Ryd + YaRI = Y"Rig)§° + F[&‘f’ﬂ gnj =73 —n)R;;
= [aiﬁbﬁ +TL0% + (VR + YaRI — thia)(»ba] gnj =¥(@B —n)Ry;

= (Vi(»bﬁ)ghj + [V (Ria" + gsaRP — 61Ri1)P%|gnj = 7(3 — MRy,

= Vi@; =73 —mR;j ve ¥ (Rgq" + gsaRl' — 68Ri)P* = 0

elde edilir.

Tanjant Demette Ricci Quarter-Simetrik Metrik Konneksiyonuna Gore Ricci Soliton
Yapisi

Bir (M, g) Riemann manifoldu tizerindeki diizgiin bir V vektor alani
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1
ELV‘g + Ric = Ag

sartin1 sagliyorsa (M, g) Riemann manifoldu Ricci soliton olarak adlandirilir ve (M, g,V, )
seklinde gosterilir. Burada L, g, Riemann metrigi g nin V ye gore Lie tiirevi; Ric, (M, g) nin
Ricci tensorii ve A bir sabittir. V vektor alanina Ricci solitonunun potansiyel vektor alani denir.

Simdi TM iizerinde bir V vektor alani i¢in (TM, §,V, ) yapisim V Ricci quarter-
simetrik metrik konneksiyona gére bir Ricci soliton olmast igin gerekli kosullara bakalim. V7,
{Ep} adapte olmus catiya gore (vh, vﬁ) bilesenlerine sahip TM iizerinde bir fibre-preserving

(fibre-koruyucu) vektor alani olsun. (13) esitliginden (TM, gV, /1) yapist M iizerindeki X

vektor alani i¢in ancak ve ancak

1 —
S Lyg(x*, X" + RO, XM = 2607, XM, (63)
1 —
ELVg(Xh,X”)+K(Xh,X”) = Ag(x", xv), (64)
1 —
SLeg (X", X" + R(X", X™) = Ag(X", XM (65)

denklemlerinin saglanmasi1 durumunda T M {izerinde bir Ricci soliton belirtir. Burada K, V Ricci
quarter-simetrik metrik konneksiyonun Ricci tensoriinii géstermektedir. {Eﬁ} adapte olmus
catrya gore (TM, §) de bir V vektor alan,

1 —

SLvGap + Kap = AGap (66)

olacak sekilde bir A reel sabiti varsa (TM, §) de bir Ricci soliton tanimlar. (66) denkleminde

sirasiyla (o, B) = (i, ), (i,)) ve (i,j) oldugu dikkate almip (34) ve (38) esitikleri kullanilarak

asagidaki sistem yazilir:
O (Bw") gy + (V") gn: = 22935

() (70" gs; + (Efvﬁ) 9ni = 28ij,

_ B (67)
(iii) [Eivh + (Y*Roid" + YR — y"Rig)v* + lﬂiahva] hj
+ [Ejvh + (¥*Rja" + YaR]" = y"Rjo)v* + ch?va] gni =0

Asagida verilen Onermeler dizisi boliimiin sonundaki ana teoremin ispatinda

kullanilacaktir.
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Onerme 8: TM iizerindeki A skaler fonksiyonu, (x",y") indirgenmis koordinatlara

gore yalmizca (x") degiskenine baglidir.

Ispat: (67) de verilen denklem sistemindeki (i) esitliginin her iki tarafina Ex

uygulandiginda,

InjEgEsv™ = 2B (D) gy
= Ez(Dgij = E;(D) gy

olur. Bu ise TM iizerindeki A skaler fonksiyonun (x",y") indirgenmis koordinatlara gore
yalnizca (x) degiskenine bagli oldugunu gosterir. Boylece A, M iizerinde taniml1 bir fonksiyon

olarak kabul edilebilir.
Onerme 8 ve (67) deki (i) esitliginden E; (vﬁ) ifadesinin sadece (x"*) degiskenine bagl
oldugu goriiliir. Dolayisiyla buradan
ol — yeAh + i (68)

olarak yazilir. Burada A" ve B", M iizerinde sadece (x") degiskenine bagli olan sirastyla bir

(1,1) tipli tensor alanini ve bir kontravaryant vektor alanini gostermektedir.

Onerme 9: Eger

9]

B =B"—,
dxh

olarak almirsa M manifoldunda Lgg;; = 2(n — 3)R;; olur.
Ispat: (68) ve (34) esitliklerindeki degerler, (67) deki (iii) esitliginde yazilirsa
ViB; +V;B; +2(3—n)R;; =0 (69)

ve

V*(Rsigj t Rsjai + 9saRij — 9sjRia + 9saRji — gsiRja) + ViAsj + Vi =0 (70)
elde edilir. Burada B; = g;, B™ ve A,; = gth? seklindedir. Dolayisiyla (69) esitliginden

Lggij = 2(n — 3)R;;

olur.

(69) ifadesi (67) deki (i) esitliginde yerine yazildiginda

E; (UE) gh} + (V]Uh)ghl = 2)\ng
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= 0;(ySA" + BMgp; + (V;v")gni = 22g;;
= Al gnj + (Vv") gni = 2)g;
olmak tizere
9njAl = 20gi; — gni(V;v") (71)
elde edilir.

Onerme 10: M iizerinde bilesenleri (v") olan V vektor alaninin, V Levi-Civita

konneksiyonuna gore projektif bir vektor alani belirtmesi igin
(260 Ri; — Rig8]" — Rjq6") = 0
olmalidir.
Ispat: (71) esitliginin her iki tarafinin V,, kovaryant tiirevi alinirsa
9nj (VkAD) = Vi[2Agi; — gni(Viv")]
= 2(ViMgij — gniVi Vo
= 2091 — Ini(Ly T} — Rax'v%)
ViAij = 2Me9i; — Lyl Gni — Rawijv® (72)
olur. (72) ifadesi (70) de yerine yazildiginda
V*(Rsiqj + Rsjai + gsaRij — gsjRia + GsaRji — 9siRja) + Vils; + ViAg5 =0

N va(Rsiaj + stai + gsaRij - gszia + gsaRji - gsiRja)
+2Xi9sj — Ly T/ Gns — Raisjv® + 24;9si — (Ly L") gns — Rajsiv®

= 2(LyTiDgns = 2(Migs; + Agsi) + v*(gsaRij — gsjRia + IsaRji — IsiRia)

=0

yazilir. Son esitlik g*™ ile kontraksiyon yapilirsa
1
= LVFL-]-Tn = )\i(S]:m + )\]61"1 + Eva(Z(SZlnRU - Rl’a(sjrn - R]a(slrn)

elde edilir. Burada 2; = V;A dir. Dolayisiyla V' vektor alaninin, M iizerinde V Levi-Civita
konneksiyonuna gore projektif bir vektor alan1 olmasi igin

(26°R;j — Rig6]" — R;8") = 0
olmalidir.

Teorem 24: V = v"E,, + vEEE , (TM, §) de adapte olmus catiya gore bir vektor alani
olsun. Bu durumda (TM 3,7, /1) yapist ancak ve ancak asagidaki kosullar saglanirsa bir Ricci

soliton belirtir:
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i) A yalmizca (x") degiskenine baghdir,

ii) (v") bilesenine sahip V vektdr alan1 M iizerinde infinitesimal bir projektif
doniistimdiir,

iii) v = ya4h + Bh,

iv) A;; = 21g;; — Vv,

V) Lggij = 2(n — 3)Ry;.

Ispat: Onerme 8, Onerme 9, Onerme 10 ve daha énce elde edilen bulgular teoremin

ispatin1 tamamlamaktadir.

Tanjant Demette Ricci Quarter-Simetrik Metrik Konneksiyonuna Gére Gradyan Ricci
Soliton Yapis1

V potansiyel vektor alani, M iizerindeki diizgiin bir f fonksiyonunun gradyani ise yani
V =Vfise (M, g,V,A) Ricci solitonuna, gradyan Ricci soliton denir ve (M, g, f, 1) seklinde
gosterilir. Burada f fonksiyonu solitonun potansiyel fonksiyonu olarak adlandirilir ve (13)

denklemi
Hessf + Ric = Ag (73)

olarak yazilir. Burada Vf, f fonksiyonunun gradyanim1 ve Hessf ise f fonksiyonunun
Hessian’in1 belirtir. Genellikle M iizerindeki X ve Y vektor alanlari i¢in V konneksiyonuna gore

herhangi bir f fonksiyonu i¢in Hessf su sekilde ifade edilir:

(Hessyf)(X,Y) = XYf — (VyV)f.

Lemma 6: (M, g) Riemann manifoldu iizerinde f bir diizgiin fonksiyon olmak iizere,
bu f fonksiyonunun (TM, §) iizerinde dikey liftinin Hessian’1 Hessf, V Ricci quarter-simetrik

metrik konneksiyona gore:

Hessg f(UX1Y) =" X"YVF — (Tuy V)V,
Hessg' f(E;, E;) = E.E"f — (Vg,E)' f
= (0; — ¥ T307)(0; — Y™ T 0D f
—[ThEL + (F°Ry* + y;RI — y"Ri)ER]" f
= (0; — y*T07)(0;) — T (0 — y*THhOm) f
= 0;0;f — T/;0nf
= V.V;f,

(74)
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Hessg" F/XY¥) =V XYYV f = (Tvy V)V,
Hessy'f(Ey Ep) = Eif5"f = (Ve,E)' f (75)

=0,

Hesss' fF("XY Y) =H XVYVf — (Tuy Y)VF,
Hessg" f (Ey, E5) = EiE;' f — (Vg,E7) f
n R (76)

=0,

Hesss" fF(VXHY) =V XHYVf — (v, V)f,
HessgV f (E; Ej) = E3E;"f — (VEEE]-)V f
= 9;(0 — TS0 f (77)
= 0:0;f
=0
seklinde tanimlanir.

Teorem 25: (M, g) bir pseudo- Riemann manifoldu ve (TM, §) de onun tam lift metrigi
ile donatilmis tanjant demeti olsun. M iizerinde herhangi bir f fonksiyonu igin (TM, §,” V.V f)
yapisinin 7 Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gére bir gradyan Ricci soliton
belirtmesi ancak ve ancak n # 3 i¢in Ricci tensoriiniin, V Levi-Civita konneksiyonu araciligiyla

elde edilen Hessian metrigine esit olmasi ile miimkiindiir.
Ispat: (75)-(77) esitlikleri ve (34) te verilen bilesenler (73) denkleminde kullanilirsa

elde edilir, bu ise ispati tamamlar.

Tanjant Demette Ricci Quarter-Simetrik Metrik Konneksiyona Gore Genellestirilmis
Ricci-Yamabe Soliton Yapisi

Teorem 26: (M, g) bir pseudo-Riemannian manifold ve (TM, §) onun tanjant demeti
olsun. (TM, g, V, 2) yapisinin V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gore bir

genellestirilmis Ricci-Yamabe soliton belirtmesi i¢in ancak ve ancak
i) vV =w%v% = (% ysVw9),

i) = %[thh —y(ySVev)v/],
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iv) V.V;vt =0,
v) (Vsv)(Vev;) =0

sartlar1 saglanmalidir. Burada V potansiyel vektdr alami, M iizerindeki V vektdr alanmin TM

tanjant demete tam lifti olan €V dir.
Ispat: A min varligini gostermek icin Tanim 49°dan,
LyGep +2aR ;= (22— pD)Gep + 2y (V* @ VH) (78)
yazilir. (78) denkleminde (&, 8) = (i, j) olarak alimirsa
Lyg;; + 2aR

=@A-pDg +2r(VF VY

ij
olmak {izere (34) ve (38) den
(E{vﬁ) gnj + (Viv")gn = 22g;; + 2y (V¥ ® V#)Zj (79)
olur. Burada potansiyel vektdr alani olan €V,
V= (Eg) - ( ySijSvf) (80)
ve €V nin duali V¥,
V# =V1g,; =v'gy +v'gy; =v.0+ yVolgy = ysV,
VF=VIg; =vigy+vigy=vig; +0=1
olmak iizere
v = (") @)
seklindedir. (80) ve (81) ifadeleri (79) esitliginde kullanilirsa
E;(ySVsv™Mgn; + (Viv")gn = 24gi5 + 2y (y*Vsv;)v;
olmak tizere
87 (VsvMgn; + (Viv") gn = 24gi5 + 2y (¥ Vv,
olur. Son esitligin her iki tarafi g/ ile kontraksiyon yapilirsa
A= %[th" —y(°Vsv)v’]

bulunur.
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Ayrica (78) denkleminde (g, 8) = (i, ) olarak alinirsa
Lygij + 2aR;; = 21— p1)§ y +2y(VF @ VH);
yazilir. Son esitlikte (34) ve (38) deki degerler yerlerine yazilirsa
[Ev™ + (y°Ryia + YaRI = y"Ria)v® + T 07| g1,
+ [Ev" + (v Ry + YaRI = Y"Ria)v® + Tl w7 g
+2a(3 — n)R;; = 2y (¥*Vsv) (y'V,v))
olmak iizere

[ysvivsvh + (ysRsiah + YaRih - thia)va]ghj
+Hy V,Vu" + (ySRgjd" + YaR! — Y"Rja)v® | gni
+2a(3 —n)R;; = 2yy*y* (Vsv) (V)

olur. Son denklemden
n#3, R; =0, (82)
(Vsv)(Vevy) =0,
ve
(V:Vsu" + R v gnj + (V;Vsv™ + Ry v g = 0
elde edilir. Son esitligin her iki tarafi g¥/ ile kontraksiyon yapilirsa
(ViVsv™ + Ry v )8k + (V,V,0" + Ry, v ™8] = 0
= V, Vvl + Ry,lv® + VoVl + R Jv@ = 0
= V, Vvl — Ry v + V,V0) — R Jv@ = 0
= V,V;v! — Ryqv® + V Vv — Rg,v% =

= 2V .V,vt —2R,,v* =0
olup (82) den R,, = 0 oldugu dikkate alinirsa
V.Vt =0
elde edilir.
Yukaridaki hesaplamalari tersine yaptigimizda teoremin yeterliligi kolaylikla goriiliir.

Teorem 27: (M, g) bir pseudo-Riemannian manifoldu ve TM onun tanjant demeti
olsun. (TM, g, V, 2) yapismin V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gore bir

genellestirilmis Ricci-Yamabe soliton belirtmesi i¢in ancak ve ancak
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i) V'V = (w4, v = (0,v%),
)1 =0,
i) (Lyg)ij = 2[yv;v; — a(3 — n)R;j]
sartlar saglanmalidir. Burada V potansiyel vektor alani, M iizerindeki V vektor alanmin TM

tanjant demete dikey lifti olan V'V dir.
Ispat: Tanim 49°daki (14) esitliginden
LyGep +2aR = 21— pD) s + 22Y(VF @ VY) (83)
yazilir. Ustteki esitlikte (&, 8) = (i, j) olarak alinirsa
Lyg;; +2aR = (21~ PO, + 2y(V* ® V#)_,j
i i i
olup son esitlikte (34) ve (38) deki degerler yerlerine konulursa
(Bzv"™) gny + (Vo) gni = 2495 + 2v (VF @ V), (84)

yazilir. Burada potansiyel vektor alan1 V'V,

v=(7)=(%) ®

v

ve YV nin duali V¥
V¥ =V1g, =v'gy +vigy =0+ vig;=v,
V# =V'g;=v'g;+vigy=0+0=0

olmak iizere
v =(7) (86)

seklindedir. (85) ve (86) denklemleri (84) de kullanilirsa

0 =22g;; + 2y.0,

A=0
bulunur. 2 = 0 olmasi solitonun sabit oldugunu gostermektedir.

Ayrica (83) denkleminde (&, 8) = (i, ) oldugu dikkate alinirsa
LyGij + 2aR;j = (22— p1)g g T 2y(VF @ V)

olup son esitlikte (34) ve (38) deki degerler yerlerine yazilirsa
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[L':ivH + (Y Roid" + VaR! — y"Rig)v® + Fioflva] Ghj
+ [Ejvh + (ySstah + yath - thja)va + l—‘jahva] Ihi
+2a(3 —n)R;; = 2yvv;,

olmak iizere
[E;v" + Fl-ahva]ghj +[Ejv" + I‘jahv“]ghi +2a(3 = n)R;; = 2yv,y;
olur. Yukaridaki denklemden
Vivj + Vv, + 2a(3 — n)R;j = 2yv;v;
olmak iizere
(Ly9)ij = 2[yviv; — a(3 — n)R;j]
elde edilir.
Yukaridaki hesaplamalar tersten yapilirsa teoremin yeterliligi kolayca goriiliir.

Teorem 28: (M, g) bir pseudo-Riemannian manifoldu ve TM onun tanjant demeti
olsun. (TM,§,V,2) yapismin ¥V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gore bir

genellestirilmis Ricci-Yamabe soliton belirtmesi i¢in ancak ve ancak
i) Ay = (v%,v% = (v4,0),
- _ L h
i) A= -~ (Vyv™),
i) n# 3igcinR;; =0,
iv) Ua(Rsiaj + stai) =0

sartlar1 saglanmalidir. Burada V potansiyel vektdr alam, M iizerindeki V vektdr alanmin TM

tanjant demete yatay lifti olan 7V dir.

Ispat: Once A nmin varlig gosterilsin. Tanim 49°dan
LyGep +2aR ;= 24— p)gep +2vr(VF @ VH) (87)
yazilir. (87) denkleminde (g, ) = (i, j) olarak almirsa
Lyg;; + 2aR L= (21 — pr)g_ij +2y(VF Q V) .
olup (34) ve (38) deki degerler yerlerine yazilirsa

(Bv™) g + (V9")gni = 2495 + 2 (VF @ VH) (39)
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olur. Burada potansiyel vektr alani olarak V,

Hy = (zg) - (gm) (89)

ve 1V nin duali V#,
Vi =V!g; =v'g+vigy =0,
4 _

V# = Vg =v'gi;+vigy = vigy; +0 =

olmak tizere
v=(5) (90)
seklindedir. (89) ve (90) denklemleri (88) de kullanilirsa
(E;v™)gnj + (Vjv")gn = 22g;; + 2y0,

(V;jv")gn: = 249
yazilir. Esitligin her iki tarafi g% ile kontraksiyon yapilirsa

A= % (V™
bulunur. Ayrica (87) denkleminde (¢, 8) = (i,j) olarak alinirsa

Lygij + 2aR;; = 24— p1)§ g T 2y(VF @ V%),

olup (34) ve (38) deki degerler yerlerine yazilirsa

[Eivh + (V°Roid" + YaR! — y"Rig)v* + Ficilva] Ghj
+ [Ejvh + (ysstah + yaR]h - thja)va + l-‘jahva] Ihi
+2a(3 —n)R;; = 2yvv;,

olmak tlizere
[(V°Rsia" + YaRI = " Ria)v®]gn;
+[(ySRSjah + yath - thja)va]ghi +2a(3-n)R;; =0
olur. Yukaridaki denklemden n # 3 igin
R;j=0
ve

Ua(Rsiaj + stai) =0
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elde edilir.

Yukaridaki hesaplamalar tersten yapilirsa teoremin yeterliligi kolaylikla gosterilir.

Tanjant Demette Ricci Quarter-Simetrik Metrik Konneksiyona Gére Riemann Soliton
Yapisi

Hamilton-Ricci akisinin dogal bir genellemesi asagidaki sekilde tanimlanan Riemann

akis1 kavramudir:

d , 1
EG(L‘) = —2Riemg(t), G = 59 Ag.

Burada Riem, Riemann egrilik tensoriinii ve A, Kulkarni-Nomizu carpimini temsil eder.

C,D € 33(M) olmak iizere Kulkarni-Nomizu ¢arpimi su sekilde tanimlanir:
(CADYW,X,Y,Z)=CW,Z)D(X,Y)+ C(X,Y)D(W,Z)
—-C(W,Y)D(X,Z) — C(X,Z)D(W,Y).
Lokal koordinatlarda bu ¢arpim su sekilde ifade edilir:
CAD = CyDjy + Cix Dy — CiyDjy — Cjy Dy
Riemann solitonu kavrami Udriste ve Hirica tarafindan ileri strilmistir. (M, g)
Riemann manifoldu iizerindeki diizgiin bir X vektor alani i¢in,

1
Riem+§g/\LXg = AG (91)

esitligi saglanmyorsa (M, g, X, 1) yapisina Riemann soliton denir (Udriste and Hirica 2016).
Burada Ly, X vektor alan1 boyunca Lie tiirevi, A bir sabit ve Riem, g nin Riemann egrilik
tensorlidiir. Boyle bir X vektor alanina soliton potansiyeli denir. Bir Riemann solitonu 4 > 0,
A =0 veya A < 0 olmasina bagl olarak biiziilen, sabit veya genisleyen olarak siniflandirilir.
Ayrica, Riemann egrilik tensorii Riem = Ryjq Ve G = Gijig =g Ng = gudjk — 9ikdji
seklindedir.

Teorem 29: (M, g) bir pseudo-Riemann manifoldu ve (TM, § ) de onun V Ricci quarter-
simetrik metrik konneksiyon ile donatilmis tanjant demeti olsun. (TM, g, V, 1) yapis1 asagidaki

kosullar saglaniyorsa bir Riemann soliton belirtir:
X = (vl, vi) = (vt y%A, + BY,
i) A = = (Vv + A1),

|||) VSRijkl - 0
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Burada X = v®E, + v*Eg, TM de bir fibre-preserving vektdr alani, B = (BY) ve A = (A})

sirastyla M tizerinde (1,0) ve (1,1) tipli tensor alanlar1 ve A € R dir.

Ispat: (91) denkleminden hareketle asagida verilen iki durum dikkate almnsin:
N 1, ~ ~
) Riemyji + 2 (§ij A LG = AGijxe,

sy ——— 1, . N ~
i) Rlemi}ki + 5 (g)ij A (L)?g)kj = /161-7,{]

Bu esitlikler ispat i¢in yeterli olacaktir, ¢iinkii bunlarin disindaki diger bilesenler de bu

denklemlerle ayni sonuglart vermektedir.
G = GI]KL = @@k — (@)ik(G);L, olmak iizere kullanilacak olan Kulkarni-

Nomizu ¢arpimlari
gijﬂ = 9udjk — Jik9ju G{jkz = —Gix9jv ﬁijkz = 9uJjk
~ G~.

G = Judjk — 9ik9ju Gij = Judjrs ikt = —9ikdju

seklinde olup diger bilesenler sifirdir.
(33) te verilen (0,4) tipli egrilik tensoriiniin bilesenleri ii) esitliginde kullanilirsa

- 1 3 3
Riemgzq +5 (@i A Lxg)yq = 2654

0
olmak tlzere
1 . . . . . . .
S1@)g Ladyi + @ Laddq — @i Ledji — @7 LaPu] = Aguge
gil 9jk 0 T

9u(Lzd)5, + 95 (LxG) 7] = 24909k
yazilir. Esitligin her iki tarafi g% ile kontraksiyon yapilirsa
8/ (Lx )5, + 8i(Lzd) ;1 = 248/ g
elde edilir. Son esitlikte (38) deki (Lgg) ifadesi yerine yazildiginda

S (E-9™ gnic + (V™) gns] + SLIEW™ g + (Viv™)gn] = 2Aguc

olur. Her iki taraf g'* ile tekrar kontraksiyon yapilirsa

8/ [(Esv™8h + (Viv™) g g1 + SELIEv™) gnig™ + (Viv™)8K] = 2n

bulunur. Buradan
2(Ezv" + Vo) = 2An
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olmak iizere
1 _
A= ; (Eﬁvh + thh) (92)
elde edilir. (92) denkleminin her iki tarafina E7 uygulandiginda asagidaki sonug elde edilir:
vl = yeAL + B, (93)
(93) ifadesi (92) de yerine konuldugunda
1 n
A= _(Ah + thh)
n
olur. Ayrica (33) te verilen (0,4) tipli egrilik tensoriiniin bilesenleri i) esitliginde kullanilirsa

1

YVsRijp + > @ Lz jre + (@) jre LePi — (@i Lz j — (§) ;; LzP i [ = 0O
0 0 0 *
olmak tlizere
VsRiji =0

elde edilir. Bu ise M baz manifoldunun lokal simetrik bir manifold oldugunu gosterir. Elde
edilen bu sonuglardan yola ¢ikilarak teoremin gerekliliginin ispati tamamlanir. Teoremin

yeterliligi, yukaridaki hesaplamalar tersine ¢evrilerek kolayca gosterilebilir.
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SONUC

Bu tez c¢aligmasinda, oncelikle TM de adapte olmus catiya gore kovaryant ve

kontravaryant bilesenleri sirasiyla,

. _ (0 gy cesn [0 gY
(gCB)_(gij 0>Ve(g )_ gU 0

seklinde olan g tam lift (II) metrigi ve

1 . N 3 1
F\EXB = Egag(Ey.gsﬁ + Eﬁgye - Eegyﬁ’) + E(-Qyﬁa + Qayﬁ + .Qaﬁy)
esitligi kullamlarak V Levi-Civita konneksiyonuna ait katsayilar hesaplanmustir.

Elde edilen bu katsayilar (f‘ag) yardimiyla,

FY_ Y Y

sartin1 saglayan, V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonunun katsayilarini (faBY) elde
etmek i¢in 6nce (1,2) tipli U, Y tensorleri belirlenmistir. Uaﬁy tensorleri belirlenirken V
konneksiyonunun,
‘7kgaﬁ =0
metrik olma 6zelligi kullanilarak (0,3) tipli Ugg, tensérlerinin son iki indise gore antisimetrik
(Ukap = —Uxpqa) oldugu gosterilmistir.
V ve V konneksiyonlarina ait katsayilar

FY_§ Y 14
Tapg = Tap +Uggp

ve burulma tensorleri

V_UY

TV _F Y
Tag =Top +Ugg Ba

aB
——
0

arasindaki iliski dikkate alinarak
F Yy Y_q Y
Tyg = Uy —Up,

oldugu bulunmustur. Buradan hareketle V konneksiyonunun T burulma tensérii ile (0,3) tipli

Uqpy tensorlerinin arasinda
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Taﬁy + Tyaﬁ + _yﬂa = 2Uqpy

iliskisinin var oldugu belirlenmistir. V konneksiyonunun Ricci quarter-simetrik olmasi igin T

burulma tensorii,
T,/ = y;Rf — y;Rf
olarak alinmus ve akabinde (0,3) tipli T, 4, burulma tensérleri bulunmustur. Elde edilen bu Ty,

tensorleri ile U, tensOrleri arasindaki

apy

Tab’y + Tyaﬁ + Tyﬁa = 2Uqpy
iliskisi dikkate alinarak (1,2) tipli Uaﬁy tensorleri elde edilmistir. Uaﬁy tensorleri

FY_F Y 14
Tog =Tag +Ugp

esitliginde kullanilarak V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun katsayilari faBY
hesaplanmigtir. Hesaplanan bu konneksiyon katsayilari yardimiyla TM tanjant demette bir
Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyon

Vi, E = TSE, + {ySRsij" + y;Rf — y*R;;}ER,

Vs, E = TXER,
inEj = 0,
LVEIEJ_ =0

seklinde tanimlanmustir.
TM tanjant demet lizerinde adapte olmus catiya gore kovaryant bilesenleri
o 9ij Yij
Gap = (gi j 0 )
seklinde tanimlanan I+11 (§) metrigi dikkate alinarak § tam lift metrigine gore tanimlanan V
Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun ayni zamanda § metrigine gore de bir Ricci

quarter-simetrik metrik konneksiyon belirttigi gosterilmistir.

Tanmmlanan V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonunun (1,3) tipli R egrilik

tensoriiniin bilesenleri

ﬁ“l”)’a - EO‘FBYG a Eﬁra\? + FOLSGFBYs B st"me - -Qaﬁgfs\/c

esitligi kullanilarak
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1) R(Ey, EpEy = Ryji'Ey + {y VR i }E; 5) R(E;, E))E, = 0

2) R(E;, E})Eg = Ry E; 6) R(E;, Ej)Ez =0
3) R(Ey, E5)Ex = {Ryji’ + RucSf — gjcR;YE; 7) R(E, E5)E;; = 0
8) R(E; E)Ey = {Ryji! + gunR;' — Rix61}E; 8) R(E; E5)Ey, = 0

seklinde bulunmus ve akabinde (0,4) tipli R egrilik tensdriiniin ilk iki ve son iki indise gore

antisimetrik oldugu elde edilmistir.

Tam lift metrigi § ve I+1l metrigi g nin Levi-Civita konneksiyonlar1 ¢akistigindan,
Riemann egrilik tensorlerinin de ¢akisacagi ifade edilmistir. Ayrica § tam lift metriginin (veya
g metriginin) Levi-Civita konneksiyonunun egrilik tensorii ile Ricci quarter-simetrik metrik
konneksiyonunun egrilik tensoriiniin ¢akigmasi igin Rik6jl — gijl-l = 0 olmas1 gerektigi

gosterilmistir.

TM de V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonuna ait Ricci tensériiniin bilesenleri
hesaplanarak Ricci tensoriiniin simetrik oldugu bulunmustur. Ayrica, (TM, §) tanjant demetin
V konneksiyonuna goére lokal Ricci simetrik olmasinin ancak ve ancak (M,g) baz

manifoldunun lokal Ricci simetrik olmasi ile miimkiin oldugu gdsterilmistir.

Yine (TM, §) tanjant demetin V konneksiyonuna gore Ricci flat olmasin ancak ve

ancak (M, g) Riemann manifoldunun Ricci flat olmasi ile miimkiin oldugu kanitlanmustir.

(TM, §) tanjant demetin, tanimlanan V konneksiyonuna gore, Ricci semi-simetrik
olmasinin ancak ve ancak n # 3 i¢in (M, g) nin Ricci semi-simetrik olmasi ile miimkiin oldugu

gosterilmistir.

V konneksiyonunun K Ricci tensérii ile ilgili bir uygulama olarak TM tanjant demet

uzerinde

Zaﬁ = Eaﬁ + ¢.g~a[>’
seklinde tanimlanan (0,2) tipli genellestirilmis Z tensoriiniin simetrik oldugu gdsterilmistir.

TM de V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun skaler egriliginin sifir oldugu

hesaplanmustir.

V konneksiyonun T burulma tensorii ile ilgili bir uygulama olarak

— €— O — €— O — €— O
7%7T(T(X, Y)Z) =TogTey +TyaTep +Tpy Tea
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seklinde tanimlanan dongiisel toplamin sifir oldugu bulunmustur.

(TM, §) de V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun V ortalama konneksiyonu,

konneksiyon katsayilart yardimiyla

seklinde hesaplanip elde edilen faZ?/ konneksiyon katsayilar1 kullanilarak V ortalama

konneksiyon tanimlanmustir. Tanimlanan bu V ortalama konneksiyonun Ricci tensérii ile V

Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonun Ricci tensoriiniin ¢akistigi gosterilmistir.

(TM, §) de baz1 Ozel vektor alanlart (projektif, konformal, harmonik, concurrent,
@(Ric), incompresible) tanimlanan bu V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gore
smiflandirilmistir. Bu smiflandirma yapilirken ilk olarak lifte edilmis vektor alanlarimin

incompressible ve harmonik olma durumlari incelenerek;

i) (TM,§) de V vektdr alaninmm YV dikey liftinin V konneksiyonuna gore bir

incompressible vektor alan1 oldugu,

ii) (TM, §) de V vektor alamnin “V yatay lifti ve ¢V tam liftinin V Ricci quarter-
simetrik metrik konneksiyona gore bir incompressible vektor alan1 olmasinin ancak ve ancak
M de V vektor alaninin Levi-Civita konneksiyonuna gore bir incompressible vektor alani olmasi

ile miimkiin oldugu,

iii) (TM, §) de V vektor alamnm "V dikey liftinin V Ricci quarter-simetrik metrik
konneksiyona gore bir harmonik vektor alan1 olmasinin ancak ve ancak V' vektor alaninin M de

Levi-Civita konneksiyonuna gore bir harmonik vektor alani olmasi ile miimkiin oldugu,

iv) (TM,§) de V vektor alamnin V tam liftinin V Ricci quarter-simetrik metrik
konneksiyona gore bir harmonik vektor alan1 olmasinin ancak ve ancak V vektor alaninin M de
Levi-Civita  konneksiyonuna  gore  bir  harmonik  vektéor alan1  olmast  ve

Rgiaj — Rsjai + 9siRja — 9sjRia = 0 sartimin saglanmasi ile miimkiin oldugu,

V) (TM, §) de V vektor alamnin ¥V yatay liftinin V Ricci quarter-simetrik metrik
konneksiyona gore bir harmonik vektor alan1 olmasinin ancak ve ancak V' vektor alaninin M de
Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel olmasi ve Rgiqj — Rsjai + gsiRja — sjRia = 0

sartinin saglanmasi ile miimkiin oldugu gosterilmistir.

Daha sonra (TM, §) de V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gére concurrent

(@), konformal (b), projektif (c) ve @(Ric)(d) vektor alanlari i¢in genel ifadeler elde edilmistir:
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a) (TM, §) tizerinde

formuna sahip bir V7 vektér alanimin
1
; [vj(tr(vv))yh]'l'(ysstah + yaR]h - thja)tho

sart1 saglanirsa V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gore bir fibre-preserving

concurrent vektor alani oldugu,
b) TM tizerinde
V =v"E, + (ySA" + BME;
seklinde tanimlanan bir V vektér alanmin A = gh?4,;, Aij = 2pg;j + Viv; — Ly gij,

gjiBj = B; ve V;B; = Lgg;; — V;B; olmak iizere V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona

gore bir fibre-preserving konformal vektor alani belirttigi,

c) (TM, §) tizerinde

formuna sahip bir V vektér alanimin,
i) 0 = 0;dx*
i) V;6; =0
iii) V;Al = 0,60 — v°R.;; "
iV) Ryij "B® = B"R;; — B;R}!
V) LyT); = 6,6/ + 6;6]

sartlar1 saglanirsa TM de V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyonuna gére bir fibre-

preserving projektif vektor alani belirttigi,

d) TM iizerinde

. ((ﬁh(xh)>
oM

formuna sahip bir ¢ vektor alaninin

i) V,¢" = 0,
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iii) (Rsiah + gsath - 5;1Ria)()ba =0

kosullarinin saglanmasi durumunda bir fibre-preserving @(Ric) vektor alani belirttigi

gosterilmistir.

Son olarak ise TM tanjant demetin bu konneksiyona gore bir soliton yapisina (Ricci
soliton (A), gradyan Ricci soliton (B), genellestirilmis Ricci-Yamabe soliton (C), Riemann

soliton (D)) sahip olmasi igin gerekli ve yeterli kosullar elde edilmistir:
AV =v"E, + vEEE , (TM, §) de adapte olmus gatiya gore bir vektor alan1 olmak
uzere (TM 3, v, /1) yapisinin ancak ve ancak
i) A yalnizca (x™) degiskenine bagls,
ii) (v™) bilesenine sahip V vektor alam M {izerinde infinitesimal bir projektif doniisiim,
iii) v" = y2Ah + B",
iv) A;j = 24g;; — Vv,
V) Lggi; = 2(n — 3)R;
kosullarinin saglanmasi durumunda bir Ricci soliton belirttigi gosterilmistir.

B) M iizerinde herhangi bir f fonksiyonu igin (TM, §,” V,V f) yapisimn V Ricci quarter-
simetrik metrik konneksiyona gore bir gradyan Ricci soliton belirtmesinin ancak ve ancak

n # 3 olacak sekilde
ViVif = (n—3)R;;
olmasi ile miimkiin oldugu kanitlanmigstir.

C) (TM, §) de, V potansiyel vektor alam sirasiyla €V, #V ve AV olarak alinarak
(TM 3,7V, /1) yapisiin V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gore bir genellestirilmis

Ricci-Yamabe soliton belirtmesi igin gerekli ve yeterli sartlar elde edilmistir:

a) (TM, g, °V, 1) yapisimin V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gore bir

genellestirilmis Ricci-Yamabe soliton belirtmesi i¢in ancak ve ancak
. 1 :
A =— [Viv" — v (ySVsv;)v/],
i) V,V,vt = 0,
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iv) (Vsv) (Vev) = 0
sartlarinin saglanmasi gerektigi gosterilmistir.

b) (TM,§, "V, 1) yapismm V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gore bir

genellestirilmis Ricci-Yamabe soliton belirtmesi i¢in ancak ve ancak
)1=0,
i) (Lvg)ij = 2[yviv; —a(3 —n)Ry]

sartlarinin saglanmasi gerektigi gosterilmistir.

¢) (TM, g, "V, 1) yapismin V Ricci quarter-simetrik metrik konneksiyona gore bir

genellestirilmis Ricci-Yamabe soliton belirtmesi i¢in ancak ve ancak
)2 =5 (Vav™),
i) n # 3icinR;; = 0,
i) v*(Rsjqj + Rsjai) = 0

sartlarinin saglanmasi gerektigi gosterilmistir.

D) (M, g) bir pseudo-Riemann manifoldu ve (TM, § ) de onun V Ricci quarter-simetrik

metrik konneksiyon ile donatilmis tanjant demeti olmak iizere (TM, g, V, 1) yapisimin
X = (vl, vi) = (v!,y*AL + BY,
i) 2 =~ (Vv + AF),
i) VsR;ji, =0

kosullarinin saglamasi durumunda bir Riemann soliton belirttigi gosterilmistir.
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